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Résumé

La première partie du travail de thèse a consisté en l’établissement d’un état de l’art sur
les méthodes de dimensionnement en fatigue sous environnement vibratoire. Nous avons ainsi
étudié la représentation mathématique des vibrations aléatoires, les méthodes classiques de
dimensionnement en fatigue pour des chargements uni-axiaux et multiaxiaux ainsi que les mé-
thodes de dimensionnement en fatigue formulées dans le domaine spectral. Ces dernières ont
été définies pour la problématique des vibrations aléatoires, dans le cadre d’un certain nombre
d’hypothèses de travail, et montrent des temps de calculs nettement plus faibles que des mé-
thodes de dimensionnement classiques.
La deuxième partie de travail de la thèse a consisté à développer une méthode de dimensionne-
ment en fatigue formulée dans le domaine spectral valide sur tout le domaine de fatigue, aussi
bien en oligo-cyclique qu’en endurance. Les travaux ont portés sur l’intégration du comporte-
ment élasto-plastique confiné des matériaux dans les méthodes spectrales. L’approche proposée
a fait l’objet d’une étude numérique comparative avec les méthodes existantes.
Le dernier volet de la thèse est la comparaison de la méthode proposée avec des essais. Pour
cela, le développement d’une éprouvette spécifique à la problématique a été réalisé. Les résultats
obtenus montrent une bonne corrélation entre les approches numériques et expérimentales.

Mots clé

Processus stochastique Gaussien et non-Gaussien, Méthodes Spectrales, Méthode Rainflow,
Plasticité, Méthode de Neuber, Approche E-N, Non-linéarité, Essais accélérés en fatigue vibra-
toire.
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Table des acronymes

Acronyme Définition
1DDL 1 Degré De Liberté
2DDL 2 Degrés De Liberté
BR Pseudo Bruit Rose
Dir Méthode de Dirlik
DSP Densité Spectrale de Puissance
FDP Fonction de Densité de Probabilité
FRF Fonction de Réponse en Fréquence
Lal Méthode de Lalanne
M075 Méthode empirique γ0.75
MS Méthode Spectrale
MSC Méthode Spectrale Classique
MSM Méthode Spectrale Modifiée
NB Méthode de Narrow-Band
OC Méthode de Ortiz-Chen
PB Passe-Bande
RMS Moyenne quadratique / valeur efficace (en anglais : Root Mean Square)
SM Méthode "Single Moment"
SMC Simulation de Monte-Carlo
TB Méthode de Tovo-Benasciutti
WL Méthode de Wirshing-Light
ZB Méthode de Zhao-Baker
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Nomenclature

Variable Définition
E[•] Espérance mathématique
Γ(•) Fonction Gamma
F (•) Distribution gaussienne unitaire
Erf(•) Fonction erreur
⊗ Produit tensoriel contracté une fois des tenseurs d’ordre 2
fX(x) Densité de probabilité de la variable aléatoire X
FX(x) Fonction de répartition de la variable aléatoire X
x(t) Processus stochastique gaussien
z(t) Processus stochastique non-gaussien

mx(t) Moyenne du processus stochastique x(t)
mx Moyenne du processus stochastique stationnaire x(t)

mn
x(t) Moment d’ordre n du processus stochastique x(t)

mn
x Moment d’ordre n du processus stochastique stationnaire x(t)

V arx(t) Variance du processus stochastique x(t)
V arx Variance du processus stochastique stationnaire x(t)

STDx(t) Écart-type du processus stochastique x(t)
STDx Écart-type du processus stochastique stationnaire x(t)

Rx(τ, t) Fonction d’auto-corrélation du processus stochastique x(t)
Rx(τ) Fonction d’auto-corrélation du processus stochastique stationnaire x(t)

S Skewness du processus stochastique stationnaire z(t)
K Kurtosis du processus stochastique stationnaire z(t)

< x >= x Moyenne temporelle d’une réalisation du processus stochastique stationnaire
x(t)

< xn >= xn Moyenne temporelle d’ordre n d’une réalisation du processus stochastique sta-
tionnaire x(t)

R(τ) Moyenne temporelle de la fonction d’auto-corrélation du processus stochas-
tique stationnaire x(t)
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Variable Définition
X(T, f) Transformée de Fourrier tronquée de période T du processus stochastique sta-

tionnaire x(t)
Φxx(f) Densité spectrale de puissance du processus stochastique stationnaire x(t)
λm Moment spectral d’ordre m d’un processus stochastique stationnaire ergodique

gaussien et de moyenne nulle

ν+
σ (σ) Nombre moyen de franchissements à pente positive d’un seuil σ
ν0 Nombre moyen de franchissements par zero à pente positive
νa Nombre de maxima

γn Paramètre de la famille de la largeur de bande d’ordre n
γ ou γ2 Facteur d’irrégularité
E Module d’Young
ν Coefficient de Poisson

Re Limite d’élasticité
Rm Limite à rupture
σd Limite de fatigue

k′0 Coefficient de résistance plastique pour un chargement monotone
n′0 Exposant d’écrouissage pour un chargement monotone
k′ Coefficient de résistance plastique pour un chargement cyclique
n′ Exposant d’écrouissage pour un chargement cyclique

εf Coefficient de ductilité en fatigue
σf Coefficient de résistance à la fatigue
b, c Constantes matériau de l’équation de Manson-Coffin-Basquin

ε Amplitude de la déformation
∆ε Étendue de la déformation
εe Contribution élastique de la déformation
εp Contribution plastique de la déformation

C , k Constantes matériau de l’équation de Basquin

σa ou σ Amplitude de la contrainte
∆σ Étendue de la contrainte
σm contrainte moyenne
C.S Coefficient de sécurité

N Durée de vie en nombre de cycles
D Dommage
ni Nombre de cycle du bloc i d’amplitude σ
Ni Durée de vie en nombre de cycle du bloc i d’amplitude σ
di Dommage partiel correspondant au dommage d’un bloc i
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Variable Définition
h(p, v) Fonction de densité de probabilité conjointe de p et de v
Pmaxima(σ) Fonction de densité de probabilité des maxima du processus stochastique sta-

tionnaire gaussien σ(t)
Pa(σ) Fonction de densité de probabilité des cycles du processus stochastique sta-

tionnaire gaussien σ(t)
P rfca (σ) Fonction de densité de probabilité des cycles Rainflow du processus stochas-

tique stationnaire gaussien σ(t)

DT Dommage associé à une période T
E[DT ] Dommage moyen associé à une période T
E[D] Dommage moyen
Tf Durée de vie en temps (secondes, heures ou jours)

υWL Facteur correcteur de la méthode de Wirshing & light
υOC Facteur correcteur de la méthode de Ortiz & Chen
D1, D2, D3, R,
xm et QD

Paramètres de la méthode de Dirlik

κa, κb et w Paramètres de la méthode de Zhao & Baker
h Paramètre de pondération de la méthode de Tovo & Benasciutti

εe σe Déformation et contrainte obtenues par calcul avec comportement élastique
εr σr Déformation et contrainte obtenues par les méthodes du type Neuber
εei σei Déformation et contrainte obtenues par calcul avec comportement élastique

pour la classe i
εri σri Déformation et contrainte obtenues par les méthodes du type Neuber pour la

classe i
dri dei Intervalle de la classe i pour le comportement élasto-plastique et élastique
nri nei Effectif de la classe i pour le comportement élasto-plastique et élastique

G(•) Transformation directe
G−1(•) ou g(•) Transformation inverse
L , ι et n Paramètres du modèle de Sarkani
a et ζ Paramètres du modèle de Ochi & Ahn
κ1, κ2 et κ3 Les cumulants
h̃3, h̃4, h3, h4
et q

Paramètres du Modèle de Hermite

RMS Représente la valeur efficace (
√
λ0) dans les DSP des plans d’expériences

α Représente la largeur de bande ou la distance entre deux modes dans les DSP
des plans d’expériences

β Représente le pente de la DSP BR (pseudo Bruit Rose)
Xi Représente l’amortissement dans les DSP des plans d’expériences
ρ Paramètre de pondération entre les FRF pour le calcul d’une DSP équivalente
F0 Représente la fréquence propre ou la fréquence médiane dans les DSP des plans

d’expériences
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Variable Définition
Φe(f) Tenseur des DSP d’excitation

FRFσ(f) Tenseur des fonctions de réponse en fréquence des contraintes
FRF ∗σ (f) Tenseur des complexes conjugués des fonctions de réponse en fréquence des

contraintes

FRFε(f) Tenseur des fonctions de réponse en fréquence des déformations
FRF ∗ε (f) Tenseur des complexes conjugués des fonctions de réponse en fréquence des

déformations

ΦVM (f) DSP équivalente au sens de Von Mises en contrainte
ΦVMε(f) DSP équivalente au sens de Von Mises en déformation

σVM (t) Contrainte équivalente au sens de Von Mises
εVM (t) Déformation équivalente au sens de Von Mises

σij(t) Composantes du tenseur des contraintes
εij(t) Composantes du tenseur des déformations
Σij(t) Composantes du tenseur déviateur des contraintes
Υij(t) Composantes du tenseur déviateur des déformations

Q Matrice constante pour la définition de la DSP équivalente au sens de Von
Mises en contrainte

Qε Matrice constante pour la définition de la DSP équivalente au sens de Von
Mises en déformation
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte

De très nombreuses structures mécaniques sont soumises à des chargements variables induits
par des sollicitations extérieures (efforts, accélérations, thermiques, etc.). Le dimensionnement
en fatigue associé à la maîtrise du risque de fissuration doit permettre l’amélioration de la
sécurité des structures, ainsi qu’une réduction des coûts de fabrication et de conception. Dans
la perspective du développement durable, une estimation fiable de la durée de vie des composants
mécaniques s’impose également. Alors que l’approche traditionnelle en fatigue est généralement
réalisée dans le domaine temporel, dans le cas de l’environnement vibratoire, il est nécessaire
de se placer dans le domaine spectral, cela pour plusieurs raisons. L’une d’entre-elles est le
gain de temps de calcul, une autre est l’aspect statistique que nous apporte la donnée d’entrée
(la densité spectrale de puissance [1] [2] [3]) représentant le phénomène aléatoire engendré par
l’environnement vibratoire.

Figure 1.1 – Processus de calcul d’une durée de vie en temporel et fréquentiel
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Hervé ROGNON
22 Janvier 2013



Chapitre 1 : Introduction

Le nom usuel donné aux méthodes de calcul du dommage en fatigue dans le domaine spectral
est "méthode spectrale". Là où les approches en fatigue dans le domaine temporel [4] [5] [6]
donnent le dommage associé à une réalisation temporelle d’un processus stochastique, obligeant
à l’utilisation des méthodes de Monte-Carlo pour l’obtention de dommage moyen associé au
processus stochastique, les méthodes spectrales donnent accès directement au dommage moyen
engendré par le processus stochastique étudié. Le principal avantage est le gain de temps de
calcul. Cet avantage est dû au fait que la distribution des cycles n’est pas obtenue à partir de
l’extraction des cycles de plusieurs réalisations temporelles mais par la définition d’une fonction
de densité de probabilité (FDP) des cycles propre à chaque méthode spectrale. Cette fonction de
densité de probabilité des cycles est fonction des informations extraites de la densité spectrale
de puissance. Les méthodes spectrales sont basées sur différentes théories et diffèrent dans la
définition de la distribution des cycles. les principales méthodes spectrales sont énumérées ci-
dessous :

– La méthode de Lalanne [7] [8] et la méthode Narrow-band [9] [10] basées sur la théorie
des vibrations aléatoires de Rice [11].

– les méthodes de Wirshing & Light [12] [13] et de Ortiz & Chen [14] basées sur la méthode
Narrow-band avec l’ajout d’un facteur correcteur.

– La méthode Single Moment [15] basée sur un seul moment spectral.
– La méthode de Dirlik [16] et la méthode de Zhao & Baker [17] basées sur une approche

empirique de la définition de la densité de probabilité des cycles Rainflow.
– La méthode de Tovo & Benasciutti [18] [19] [20] basée sur l’encadrement de la densité de

probabilité des cycles Rainflow.
– Les méthodes de Jiao & Moan [21] , de Fu & Cebon [22], de Sakai & Okamura [23] et

Gao & Moan [24] définies pour des processus stochastiques bimodaux ou multimodaux.

Néanmoins l’utilisation des ces méthodes spectrales sont soumises à certaines hypothèses concer-
nant la structure et les processus stochastiques. La structure étudiée doit être linéaire et les pro-
cessus stochastiques doivent être stationnaires ergodiques gaussiens et de moyenne nulle. Sous
respect de ces hypothèses et dans l’utilisation dans leur cadre de définition, les méthodes spec-
trales donnent des résultats comparables aux résultats obtenus avec des approches temporelles
associé à des simulations de Monte-Carlo [25] [26], considérés généralement comme résultats de
référence.

La réalité industrielle est toute autre, les structures possèdent souvent des non-linéarités et
les processus stochastiques respectent rarement toutes les hypothèses nécessaires. Ces points
rendent l’utilisation des méthodes spectrales impossibles sans admettre une erreur dans l’es-
timation du dommage moyen du processus stochastique étudié. L’application des méthodes
spectrales à des processus stochastiques particuliers ou à des structures comportant des non-
linéarités est l’un des axes de recherche actuels [27] [28] [29] [30] [31].
Dans le cas d’un processus stochastique stationnaire ergodique non-gaussien provenant d’une
excitation non-gaussienne ou bien d’une structure non-linéaire associé à une excitation gaus-
sienne, il n’est pas rare de voir associées des fonctions réversibles appelées transformation et
des méthodes spectrales pour l’estimation du dommage en fatigue. Les transformations sont
utilisées comme passerelle entre le processus stochastique non-gaussien étudié et le processus
gaussien équivalent. Le processus gaussien est injecté dans les méthodes spectrales afin d’obte-
nir le dommage moyen. La passerelle est inversée afin d’obtenir le dommage moyen associé au
processus non-gaussien. Parmi ces transformations, on peut citer le modèle de Hermite [32] [33],
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le modèle de Ochi & Ahn [34], le modèle de Sarkani [28] ou bien encore le modèle de Rychlik
[27].
Le désavantage de ces méthodes est la donnée d’entrée qui se trouve être une réalisation tem-
porelle du processus stochastique non-gaussien afin d’extraire les informations essentielles pour
l’utilisation des transformations qui sont, en général, le kurtosis et le skewness. Car selon la
non-linéarité étudiée, l’accès à la réalisation temporelle nécessaire n’est pas garantie ou à un
certain coût en temps de calcul.

Dans le cadre d’essais vibratoires accélérés en fatigue qui sont souvent utilisés pour qualifier
les pièces et les structures mécaniques soumises à un environnement vibratoire dans leur profil
de mission, une non-linéarité peut apparaitre selon la sévérisation de l’essai et ne pouvant pas
être supportée par les méthodes de dimensionnement en fatigue actuelles. Cette non-linéarité
est due au comportement élasto-plastique des matériaux qui peut exister durant ces essais
accélérés. Le phénomène de plasticité n’est pas forcement lié à des essais vibratoires accélérés,
on peut par exemple rencontrer cette problématique dans le cas d’approches fiabilistes afin de
réduire les coûts ou bien la masse de la structure : on admet une probabilité de défaillance
de la structure. Effectivement, les méthodes spectrales sont définies avec une approche S-N
qui les rendent valides seulement dans le domaine polycyclique. Au cours de la thèse, nous
mettrons en oeuvre les outils nécessaires afin d’étendre les approches spectrales au domaine des
faibles durées de vie pour lequel peu de travaux par ailleurs ont été recensés ; on proposera un
critère de dimensionnement validé par des essais. Nous nous positionnons sur des approches
spectrales afin de bénéficier de leur rapidité de calcul. Cette nouvelle démarche permettra des
simulations numériques plus rapides et précises, notamment dans le cadre de la personnalisation
d’essais vibratoires fortement accélérés, où les structures peuvent être sollicitées dans le domaine
plastique. La démarche proposée constitue, en ce sens, une avancée majeure par rapport aux
approches traditionnelles.

1.2 Organisation de la Thèse

La thèse est articulée autour de 3 parties. La première partie est constituée des chapitres 2 à 5
qui mettent en place les notions fondamentales pour répondre à notre problématique concernant
intégration de la plasticité au sien des méthodes spectrales. Pour cela, on aborde au chapitre 2,
la définition des vibrations aléatoires. On constate que dans le cas des méthodes spectrales, les
vibrations aléatoires doivent représenter un processus stochastique stationnaire ergodique gaus-
sien et de moyenne nulle. Il est ensuite étudié en chapitre 3 les principales approches temporelles
en fatigue utilisées pour la définition des méthodes spectrales. Dans le chapitre 4, il est présenté
la majeure partie des méthodes spectrales de la littérature. Ces méthodes sont nombreuses et
encore souvent méconnues dans le secteur industriel. Aussi, une partie du chapitre 4 porte sur
la réalisation d’un benchmark numérique, visant à comparer les méthodes et à fournir un guide
pratique pour leur utilisation dans un cadre industriel. Le chapitre 5 présente le phénomène de
plasticité ainsi que les méthodes du type Neuber qui seront l’une des clés pour répondre à la
problématique de la thèse.
La deuxième partie est constituée des chapitres 6 et 7 qui présentent notre proposition concer-
nant une méthode spectrale permettant de prendre en compte le comportement élasto-plastique
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d’un matériau. Afin de réaliser une première validation, On réalise une plan d’expérience numé-
rique qui compare notre approche aux méthodes de la littérature et cela par rapport à différents
type de densité spectrale de puissance. La méthode de référence est la méthode de calcul dans le
domaine temporel imbriqué dans des simulations de Monte-Carlo afin de prendre en compte le
comportement aléatoire des vibrations. On réalise en chapitre 6 le développement de la méthode
pour des chargements uniaxiaux alors que dans le chapitre 7 on réalise un travail d’élargissement
de la méthode au cas des chargements multiaxiaux en se basant sur les travaux de Pitoiset et
Preumont [25].
La troisième et dernière partie est constituée des chapitres 8 et 9 qui présentent les travaux
expérimentaux réalisés durant la thèse. Afin d’enrichir les données sur les essais en fatigue vi-
bratoires rares dans le littérature et de mettre en condition réelle la méthode proposée, une
majeure partie de la thèse a porté sur la réalisation des essais avec une éprouvette répondant à
notre problématique. Au chapitre 8, On présente l’éprouvette utilisée pour les essais en fatigue
vibratoire ainsi que le banc d’essai et les méthodes de détection utilisées. On présente également
la modélisation numérique de l’éprouvette recalée sur les données expérimentales. Le chapitre
9 présente la synthèse des résultats des essais ainsi que les complications rencontrées durant les
essais qui dans certains cas ont rendu difficiles une confrontation entre essais et prédiction. Une
confrontation entre essais et prédiction est réalisée pour un cas de chargement uniaxial et pour
un cas de chargement multiaxial.
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Chapitre 2 : Processus Stochastique

Introduction
Certains phénomènes produisent des signaux dont un certain nombre ne suivent aucune

règle prédéfinie, on dit qu’ils sont aléatoires. On ne peut pas prédire leurs allures avant de les
avoir observés. On peut, néanmoins, caractériser ces signaux de façon probabiliste. Ces signaux
aléatoires peuvent être caractérisés grâce à leurs densités de probabilité, leurs moyennes et leurs
propriétés statistiques.

Dans ce chapitre, nous définissons pour notre étude ce que nous entendons par vibrations
aléatoires. Nous associons ces vibrations aléatoires à des modélisations mathématiques. Dans
notre cas, ces modélisations mathématiques sont appelées processus stochastiques. Sous cer-
taines hypothèses, ces processus stochastiques ont des propriétés remarquables permettant de
définir des paramètres caractéristiques des vibrations aléatoires étudiées. Ces paramètres sont
les données d’entrées pour le calcul en fatigue à partir des méthodes spectrales que nous étu-
dions dans le chapitre 4.

2.1 Rappel probabiliste
2.1.1 Définition d’une loi de probabilité

Considérons une expérience aléatoire. Nous notons Ω l’ensemble de tous les résultats pos-
sibles. Une variable aléatoire X associe une valeur réelle x = X(a) à tout résultat a de l’expé-
rience aléatoire [1].
Une variable aléatoire X est caractérisée par une loi de probabilité qui peut être définie par une
densité de probabilité ou une fonction de répartition. La fonction de répartition représente la
probabilité FX(x) d’observer une réalisation a telle que X(a) 6 x :

FX(x) = p(X < x) (2.1)

La densité de probabilité fX(x) peut être définie comme la dérivée de la fonction de répartition :

fX(x) = ∂FX(x)
∂x

(2.2)

La quantité fX(x)dx représente la probabilité d’observer un événement a tel que la variable
X(a) soit comprise entre x et x+ dx. Nous avons encore :

FX(x) =
∫ x

−∞
fX(u)du (2.3)

∫ +∞

−∞
fX(u)du = 1 (2.4)

Où fX(x) = p(x < X < x+ dx)

2.1.2 Lois de probabilité
L’essentiel des lois de probabilité utilisées dans le cadre du calcul du dommage en fatigue

sous environnement vibratoire sont présentées dans l’annexe A. Ces lois sont essentiellement les
distributions de Gauss, Rayleigh et Weibull.
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Caractérisation d’un signal aléatoire

Figure 2.1 – Exemple pour la loi normale centrée réduite

2.2 Caractérisation d’un signal aléatoire

2.2.1 Définition

Un signal aléatoire (scalaire ou vectoriel) est une famille de variables ou de vecteurs aléatoires
indexés par un ensemble de paramètres t ∈ T (le temps). On peut parler de tirages aléatoires
ou de réalisations d’un processus stochastique.
La notation adoptée est :

{xt(α) | t ∈ T} T discret ou continu.

Figure 2.2 – schématisation de la réalisation d’un processus aléatoire [2]

– Pour chaque t, xt(•) est une variable aléatoire égale à l’état du processus considéré à
l’instant t.

– Pour α fixé, x•(a) est une réalisation donnée du processus qui est une fonction du temps.
– Pour t et α fixés, xt(α) est un nombre.
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Définition d’un processus stochastique

Un processus stochastique est un processus aléatoire à temps continu pouvant être noté comme
{xt(α) | t ∈ T}.

Définition d’un processus du second ordre

Un processus stochastique est caractérisé entièrement par ses lois de distributions aux premier
et deuxième ordres est appelé processus du second ordre [1].

– La densité de probabilité du premier ordre est donnée équation 2.5.

fx(t)(α) = p(α, t) (2.5)

– La densité de probabilité du deuxième ordre est donnée équation 2.6.

fx(t),x(τ)(α, β) = p(α, β, τ, t) (2.6)

Un processus gaussien est un processus du second ordre, il est caractérisé par sa moyenne et sa
fonction d’autocorrélation.

2.2.2 Propriétés statistiques des signaux aléatoires
L’ensemble des définitions présentées dans ce paragraphe sont extraites des références sui-

vantes : [2] [3] [4].

Moyenne d’ensemble

Soit {xt(α) | t ∈ T}, noté x(t), alors la moyenne (espérance mathématique) de x(t) est définie
par l’équation 2.7 .

mx(t) = E[x(t)] =
∫ +∞

−∞
αp(α, t)dα (2.7)

On peut définir ainsi d’autres caractéristiques du processus. Le moment d’ordre n du processus
est donné par l’équation 2.8.

mn
x(t) = E[xn(t)] =

∫ +∞

−∞
αnp(α, t)dα (2.8)

La fonction d’autocorrélation est définie par l’équation 2.9.

Rx(t, τ) = E[x(t)x(τ)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
αβp(α, t, β, τ)dαdβ (2.9)

La variance du processus est donnée par l’équation 2.10.

STD2
x(t) = V arx(t) = E[(x(t)− E[x(t)])2] = m2

x(t)−mx(t) (2.10)

Où STDx(t) est l’écart-type du processus.
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Caractérisation d’un signal aléatoire

Moyenne temporelle

La moyenne temporelle pour un échantillon du processus stochastique est définie par l’équation
2.11.

< x >= x = lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
x(t)dt (2.11)

La moyenne temporelle d’ordre n pour une réalisation du processus est définie par l’équation
2.12.

< xn >= xn = lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
xn(t)dt (2.12)

La moyenne temporelle de l’autocorrélation est définie par l’équation 2.13.

< x(t)x(t+ τ) >= Rx(τ) = lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
x(t)x(t+ τ)dt (2.13)

2.2.3 Kurtosis et skewness
Skewness

Le skewness est calculé à partir du cube des écarts à la moyenne (équation 2.14) et mesure le
manque de symétrie du processus (coefficient de dissymétrie).

S = E[( (x(t)−mx)
STDx

)3] (2.14)

Un coefficient positif indique une queue de distribution étalé vers la droite. Un coefficient négatif
indique une queue de distribution étalé vers la gauche. Dans le cas d’un processus gaussien on
a S=0.

Kurtosis

Le Kurtosis est le coefficient d’aplatissement, il correspond à une mesure de l’aplatissement du
processus (équation 2.15).

K = E[( (x(t)−mx)
STDx

)4] (2.15)

Dans le d’un processus gaussien on a K=3.

2.2.4 Stationnarité et ergodicité
Stationnarité

x(t) est dit stationnaire au sens large si :
– E[x(t)] = m est indépendante de t
– E[x(t)x(τ)] = Rx(t, τ) = Rx(τ) est indépendante de t

x(t) est dit stationnaire au sens strict si pour tout entier n :
– E[x(t)n] = mn est indépendante de t
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– E[(x(t+ τ)x(t))n] = Rnx(τ) est indépendante de t

Pour un processus d’ordre 2, il faut que la moyenne et la fonction d’autocorrélation soient in-
dépendantes de t. Un processus gaussien stationnaire au sens large est forcement un processus
gaussien stationnaire au sens strict [5].

Ergodicité

Considérons un échantillon d’un signal aléatoire (réalisation d’un processus), que nous no-
tons x(t). C’est un signal temporel dont nous pouvons calculer la valeur moyenne.

x = lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
x(t)dt (2.16)

Un signal aléatoire est dit ergodique si ses valeurs moyennes statistiques sont identiques à ses
moyennes temporelles pour un signal stationnaire.

E[xn] = xn (2.17)

Il est, alors, possible d’estimer les propriétés statistiques d’un signal aléatoire par l’analyse tem-
porelle d’un de ses échantillons [5]. La longueur de l’échantillon (sa taille) doit être suffisante [6].

2.3 Définition d’une densité spectrale de puissance
Dans le cadre d’un processus aléatoire stationnaire x(t), on ne peut pas définir sa transfor-

mée de Fourrier (Équation 2.18) car elle n’existe pas, pour deux raisons : la quantité est à priori
aléatoire et à priori infinie. ∫ +∞

−∞
x(t)e−i2πftdt (2.18)

Ce problème de définition peut être contourné en réalisant une transformée de Fourrier tronquée
qui est donnée en équation 2.19. On fait l’approximation que le signal aléatoire stationnaire
est périodique de période T. Cela signifie que, pendant la période T, le signal est aléatoire
stationnaire et qu’il est nul hors de la période T.

X(f, T ) =
∫ +T/2

−T/2
x(t)e−i2πftdt (2.19)

La densité spectrale de puissance (DSP) peut être définie, elle est donnée en équation 2.20.

Φxx(f) = limt→∞
1
T
E[|X(f, T )|2] (2.20)

Cependant, en pratique, la densité spectrale de puissance est définie grâce à la transformée de
Fourrier de la fonction d’autocorrélation. Cela est dû au Théorème de Winner-Khintchine et
peut s’écrire comme suit :

Φxx(f) =
∫ +∞

−∞
Rx(τ)e−i2πfτdτ (2.21)
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En supposant que x(t) soit de moyenne nulle, sa fonction d’autocorrélation peut être alors
définie par :

Rx(τ) =
∫ +∞

−∞
Φx(f)e−i2πfτdf (2.22)

2.4 Propriétés statistiques d’un processus aléatoire gaussien

2.4.1 Moments spectraux

Le moment spectral λm d’ordre m d’un processus aléatoire stationnaire de Φxx(f) est défini
dans l’équation 2.23.

λm =
∫ +∞

−∞
Φxx(f) | f |m df (2.23)

Pour un processus de moyenne nulle, on peut établir les relations des equations 2.24, 2.25 et 2.26.

RMS2
x = λ0 =

∫ +∞

−∞
Φxx(f) | f |0 df (2.24)

RMS2
ẋ = λ2 =

∫ +∞

−∞
Φxx(f) | f |2 df (2.25)

RMS2
ẍ = λ4 =

∫ +∞

−∞
Φxx(f) | f |4 df (2.26)

Où RMS2
x = E[x(t)2] est la variance du processus x(t).

2.4.2 Franchissement de seuil

Rice [7] a été le premier à démontrer, pour un processus gaussien stationnaire de moyenne
nulle, que le nombre moyen par unité de temps (fréquence) de franchissements à pente positive
d’un seuil de niveau σ, noté ν+

σ , pouvait être exprimé à partir de moments spectraux, il est
défini en équation 2.27.

ν+
σ =

√
λ2
λ0
exp(−σ2λ0

) (2.27)

On peut en déduire le nombre moyen par unité de temps de passages par zéro à pente positive.
Il est donné par l’équation 2.28.

ν0 =
√
λ2
λ0

(2.28)

Le nombre moyen de maxima, qui est aussi un résultat de Rice [7], par unité de temps peut être
aussi défini à partir des moments spectraux. Il est donné par l’équation 2.29.

νa =
√
λ4
λ2

(2.29)
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Chapitre 2 : Processus Stochastique

2.4.3 Facteur d’irrégularité
A partir des différentes grandeurs définies précédemment, il est possible de caractériser par

une famille de paramètres la largeur de bande d’un processus, dont la définition est donnée en
équation 2.30.

γm =
√

λm
λ0λ2m

(2.30)

Le plus utilisé est appelé facteur d’irrégularité : il représente le rapport entre le nombre de
passage par zéro à pente positive et le nombre de maxima. Pour alléger la notation, il sera noté
γ.

γ2 = γ = ν0
νa

=
√

λ2
λ0λ4

(2.31)
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Figure 2.3 – Processus stochastique avec différentes largeurs de bande
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2.4.4 Distribution des maxima
La densité de probabilité des maxima d’un processus σ(t) est une combinaison linéaire d’une

distribution gaussienne et d’une distribution de Rayleigh, cela a été démontré par Cartwright
& Longuet-Higgins [8] et illustrée dans de nombreux ouvrages comme celui de Lalanne [9] ou
de Preumont [10]. Elle est donnée par l’équation 2.32.

Pmaxima(σ) = (1− γ2)√
2πλ0

exp( −σ2

2λ0(1− γ2)) + γσ

λ0
exp(− σ2

2λ0
)F ( γσ√

2λ0(1− γ2 ) (2.32)

Où F(-)est la distribution gaussienne unitaire. Elle est définie en équation 2.33.

F (u) =
∫ u

−∞

1√
2π
exp(−ξ

2

2 )dξ (2.33)

Conclusion
Nous définissons donc les vibrations aléatoires comme des processus stochastiques station-

naires ergodiques gaussiens de moyenne nulle. Nous réalisons ci-dessous un récapitulatif des
principales propriétés abordées durant ce chapitre.

– La stationnarité permet de garantir que les paramètres statistiques sont stables dans le
temps. Cela permet aussi de calculer une densité spectrale de puissance d’un processus
stochastique.

– L’ergodicité permet de confondre les paramètres du processus stochastique à une réalisa-
tion temporelle de ce processus stochastique. Cela veux dire par exemple que la moyenne
d’ensemble est égale à la moyenne temporelle de l’échantillon. Cela signifie aussi que la
densité spectrale de puissance peut être calculée à partir de cet échantillon temporel ou
que la densité spectrale de puissance permet de générer un signal temporel du processus
sous condition de régénérer la phase du signal.

– L’aspect gaussien et de moyenne nulle permet d’avoir des propriétés remarquables pour
les moments spectraux d’un processus stochastique. Cela permet de définir d’autres pa-
ramètres tels que le nombre de maxima ou la densité de probabilité.

L’ensemble des paramètres définis dans ce chapitre sont utilisés par les méthodes spectrales
comme données d’entrée pour le calcul en fatigue. Pour certaines méthodes spectrales, la théorie
de Rice est à la base de leur définition.
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Fatigue uniaxiale à grand nombre de
cycles dans le domaine temporel
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Résumé
Les méthodes de calcul du dommage en
fatigue permettent de quantifier le phéno-
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néralement pour cela un historique tempo-
rel de contrainte. L’historique de contrainte
allant d’un signal sinusoïdal à un signal
aléatoire.

Comportement en fatigue
sous environnement vibratoire

Hervé ROGNON
22 Janvier 2013



Chapitre 3 : Fatigue uniaxiale à grand nombre de cycles dans le domaine temporel

Introduction

Toute pièce mécanique est soumise durant son fonctionnement en service à des sollicitations
de causes variables qui se traduisent souvent par des contraintes cycliques.

Or il est souvent constaté la ruine en service de structures alors que celles-ci ne sont sou-
mises qu’à des sollicitations jugées modestes par rapport aux capacités statiques des matériaux.
Ces capacités statiques sont communément définies par la résistance à la rupture et la limite
d’élasticité.

Le responsable de ces ruines est très souvent le phénomène de fatigue. Cet endommagement
par fatigue mené jusqu’à son terme, c’est-à-dire la ruine, comporte trois phases : l’amorçage
d’une fissure (de 70% à 80% de la durée de vie de la pièce pour la fatigue à grand nombre de
cycle et en l’absence de défauts), la propagation et, enfin, la rupture brutale.
Il est possible de quantifier le phénomène de fatigue par une courbe donnant la durée de vie en
cycle de chargement en fonction de l’amplitude de contrainte σa sur un cycle.
On peut alors distinguer deux domaines, le premier domaine est celui de la fatigue oligocyclique,
où la rupture intervient aux alentour de 102 − 104 cycles et où les pièces sont soumises à des
contraintes dépassant généralement localement la limite d’élasticité.
Le second domaine est celui de la fatigue dite à endurance limitée ou à grand nombre de cycles,
la rupture se produisant entre 104 − 107 cycles, la structure est alors soumise à des contraintes
ne dépassant pas la limite d’élasticité. Toutefois, il peut y avoir selon les cas une étape d’ajuste-
ment du domaine d’élasticité, on parle alors de phénomènes d’accommodation et d’adaptation.
On remarque aussi que pour les aciers, il apparait un sous domaine, appelé endurance illimitée,
tel que si la contrainte ne dépasse pas la limite de fatigue σd alors théoriquement, la pièce peut
tenir une infinité de cycles. Cela est représenté sur la courbe de Wöhler par une asymptote
horizontale à σd et implique que les pièces sollicitées en dessous de cette limite ne seront pas
rompues pour un nombre de cycles N ≥ 108.

3.1 Chargement périodique et courbe de Wöhler

L’un des premiers à avoir travaillé sur le phénomène de fatigue est Wöhler en 1860-1870. Il
a travaillé sur des essieux de chemin de fer. Wöhler a réalisé les premières études systématiques
vis-à-vis du phénomène de fatigue.
Pour caractériser la fatigue du matériau ou d’une pièce sollicitée périodiquement, il a défini
une courbe σ − N qui est l’amplitude de contrainte σa en fonction du nombre de cycle N. La
réalisation d’une courbe σ −N nécessite un grand nombre d’essais du fait de la dispersion qui
dépend des conditions d’essais et du matériau.
La courbe de fatigue est généralement représentée sur le graphe par la courbe médiane à 50%
de rupture (i.e. 50% des éprouvettes ont rompu par fatigue pour des conditions expérimentales
données). Des courbes iso-probabilistes peuvent être tracées en choisissant une loi de distribution
du phénomène (Voir Figure 3.1).
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Modélisation de la courbe de Wöhler

(a) Courbe de Wöhler probabilisée en flexion rotative pour un acier
C10E(XC10, Re=305 MPa, Rm=400 MPa)

(b) Courbe de Wöhler probabilisée pour un acier 42CrMo4 trempé revenu
(Rm=1024MPa) en traction-compression purement alternée (R = -1)

Figure 3.1 – Courbe de Wöhler probabilisée pour différents matériaux et types de sollicitations

3.2 Modélisation de la courbe de Wöhler
De nombreuses études ont été réalisées afin de mettre en équation la courbe de Wöhler.

Parmi celles que l’on trouve dans la littérature, l’équation de Basquin, est une assez bonne
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approximation de la courbe de Wöhler dans le domaine polycyclique, mais ne modélise pas
l’asymptote horizontale du domaine illimité de valeur σd. De plus, de par sa simplicité, la for-
mulation de Basquin offre un bon compromis approximation de la courbe σ − N / temps de
calcul. C’est, d’ailleurs, cette équation qui est utilisée généralement pour établir les critères
de dommage en fatigue dans le domaine spectral avec les sollicitations aléatoires stationnaires
gaussiennes. Elle est définie par l’équation 3.1.

N(σ)k = C (3.1)

Où C et k sont des constantes de fatigue propres à chaque matériau.
Nous pouvons citer d’autres équations établies pour approcher la courbe de Wöhler. Certaines
d’entre elles prennent en compte l’asymptote de la limite d’endurance σd. On les trouve dans
les ouvrages tels que [1] [2] [3]. Ainsi par exemple :

– La formule de Stromeyer [4] est définie par l’équation 3.2.

σ = σd + (N
C

)k (3.2)

– La formule de Bastenaire [4] est définie par l’équation 3.3.

N +A = C
e−k(σ−σd)

σ − σd
(3.3)

3.3 Influence de la contrainte moyenne et diagramme de Haigh

Des études ont montré l’influence de la contrainte moyenne sur la durée de vie des maté-
riaux et des structures. Des essais ont été menés afin de voir l’influence de cette sollicitation
moyenne σm. Ils ont montré que la durée de vie diminuait lorsque σm > 0 (domaine de traction)
et qu’en revanche, la durée de vie augmentait lorsque σm < 0 tant que l’on ne plastifie pas en
compression (domaine de compression).
Le diagramme de Haigh ou de Goodman-Smith donnent pour un nombre de cycles N fixé, la
contrainte σa admissible en fonction de la contrainte σm. Étant donné que ces diagrammes sont
tracés à partir d’essais, la représentation pourra se faire par des courbes d’iso-probabilité avec
une distribution normale. On trouve dans la littérature de nombreuses modélisations mathéma-
tiques de ce diagramme. Parmi-elles, la droite de Goodman, la parabole de Gerber ou le modèle
VDI [3] [5] [4](Voir Figure 3.2).

Ces diagrammes permettent de trouver l’amplitude de la contrainte purement alternée qui
causera le dommage identique à un chargement à contrainte moyenne non nulle. Ils peuvent
permettre aussi de calculer un coefficient de sécurité ou une probabilité de rupture si on n’est
pas en contrainte purement alternée (Voir figure 3.3). On définit alors le coefficient de sécurité
comme l’équation 3.4

C.S = OF

OW
(3.4)
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Figure 3.2 – Constructions simplifiées du diagramme de Haigh à partir de la limite de fatigue
en traction-compression purement alternée σd, noté sur la figure σN et des caractéristiques
mécaniques : résistance à rupture (Rm) et limite d’élasticité (Re) [4]

Figure 3.3 – Définition graphique du coefficient de sécurité avec le modèle VDI

37



Chapitre 3 : Fatigue uniaxiale à grand nombre de cycles dans le domaine temporel

3.4 Loi de cumul du dommage

Lorsque les chargements se composent de différents cycles de différentes amplitudes et de
différentes moyennes, il est nécessaire de quantifier le dommage total produit par ces différents
chargements. La littérature offre une multitude de lois de cumul du dommage qui ont été déve-
loppées après la proposition de la règle du cumul linéaire faite par Palmgern en 1921. Aucune
de ces lois de cumul du dommage n’est reconnue universellement, la loi basée sur le cumul li-
naire de Palmgern proposée par Miner en 1945 [6] est la plus répandue au vu de sa simplicité
d’utilisation et des résultats qu’elle donne. Loi de Miner est définie en équation 3.5.

di = ni
Ni

D = ∑
i
di

(3.5)

Où, ni est le nombre de cycles du bloc i à l’amplitude σi et Ni est la durée de vie correspondant
à l’amplitude σi. L’addition de chaque bloc i d’amplitude constante σi et de moyenne constante
permet de faire un cumul du dommage total vu par le matériau. L’amorçage est prédit quand
le dommage vaut 1.
Il existe d’autres lois de cumul comme la loi de Lemaitre-Chaboche [2] qui est une loi de cumul
non-linaire.

Selon [7] et [8], la loi de Miner est une approche macroscopique du dommage et ne rend
pas compte de tous les phénomènes du dommage observés expérimentalement, néanmoins, ils
estiment que la loi de cumul de Palmgren-Miner donne une bonne approximation du dommage
pour des processus aléatoires stationnaires.

3.5 Méthode de comptage de cycles

Les sollicitations appliquées à une structure sont généralement plus complexes que celles vues
jusqu’ici. Qu’il soit d’amplitude variable ou décrit par des processus gaussiens, le comptage des
cycles d’une sollicitation est une étape cruciale qui doit permettre de filtrer les informations
essentielles pour le calcul du dommage total en fatigue. Il est reconnu que seuls les maxima et
minima de chaque cycle de la sollicitation ont une influence significative sur la durée de vie.
La littérature offre ici encore une multitude de méthodes de comptage des cycles, elles sont
toutes définies à partir d’une définition des cycles qui leur est propre. Chaque modèle possède
sa définition de la notion de cycle, son évaluation du nombre de cycles. Lalanne [9] est l’un des
nombreux auteurs qui fait l’étude bibliographique de ces méthodes de comptage de cycles.
Parmi les méthodes existantes, la méthode Rainflow est la plus utilisée dans le domaine de la
fatigue. Elle est à la base, aussi, d’un certain nombre de critères d’évaluation du dommage dans
le domaine spectral, que se soit en sollicitation uniaxiale ou multiaxiale. D’où l’importance, de
définir et d’étudier ce principe Rainflow dans le domaine temporel. La méthode de comptage
Rainflow définit un cycle de contrainte comme étant un cycle d’hystérésis fermé sur le diagramme
contrainte-déformation, (Voir fig 3.4). Elle a été définie à la base par Mastsuisho et Endo [10].
Depuis l’étude de Dowling [11], le comptage Rainflow est considéré comme la méthode menant
à des prévisions de durée de vie les plus proches de la réalité. On peut retrouver la méthode
sous différents algorithmes et cela dans différents ouvrages comme la norme AFNOR A03-406
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[12] ou bien Downing [13].

Figure 3.4 – Définition d’un cycle Rainflow

Principe d’extraction des cycles

Le signal est réduit à une séquence d’extrema et de minima locaux, appelée processus des
extrema. On analyse, ensuite, les quatre premiers points de la séquence en calculant les trois
étendues successives ∆σ1 =| σ2 − σ1 |, ∆σ2 =| σ3 − σ2 |, ∆σ3 =| σ3 − σ4 | Si ∆σ2 6 ∆σ1 et
∆σ2 6 ∆σ3
→ Le cycle représenté par ses valeurs extrêmes σ2 et σ3 est extrait et enregistré, son amplitude
est calculée en appliquant σ =| σ3−σ2 | /2 et sa valeur moyenne en appliquant σm = (σ3+σ2)/2.
Puis les valeurs σ2 et σ3 sont éliminées, ensuite la valeur σ1 est raccordée à σ4.
→ Sinon, le rang des quatre premiers points est incrémenté d’une unité et le test précédent est
appliqué.
→ La procédure est renouvelée jusqu’au dernier extremum du signal. Le résidu de la procédure
est traité en associant ce résidu à lui-même et en renouvelant la procédure une dernière fois. Il est
impératif de traiter ce résidu car c’est lui qui a la plus grande étendue et qui, par conséquence,
crée le plus grand dommage sur le matériau.
Toutes les informations extraites du signal sont, en général, rangées dans une matrice que l’on
appelle matrice Rainflow. La figure 3.5 illustre l’utilisation de la méthode Rainflow sur un signal
temporel ( figure 3.5(a)) pour l’obtention de la matrice Rainflow associée ( figure 3.5(b)) [14].
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(a) Signal temporel

(b) Matrice Rainflow du signal temporel

Figure 3.5 – Exemple d’une matrice Rainflow obtenue avec le logiciel n-Code

Conclusion

Dans ce chapitre, on a vu essentiel des méthodes de calcul du dommage en fatigue qui, dans
le cadre de sollicitation uniaxiale à grand nombre de cycles, permet de quantifier le dommage en
fatigue d’un chargement périodique à un chargement aléatoire. La figure 3.6 représente les diffé-
rentes méthodologies de calcul du dommage en fatigue pour un historique de chargement donné.

Dans le cas d’un chargement aléatoire, nous avons vu qu’il était possible de calculer le
dommage D associé à ce chargement. Néanmoins, le dommage D obtenu ne représente pas le
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dommage du processus stochastique qui a généré cette réalisation temporelle du chargement.
Afin d’avoir le dommage associé à ce processus stochastique en question, il faut réaliser plu-
sieurs calculs de dommage en fatigue sur différents chargements aléatoires du même processus
stochastique et en faire la moyenne afin d’obtenir le dommage moyen associé au processus sto-
chastique. Malgré la stationnarité des vibrations aléatoires, le dommage calculé est associé à
une occurrence du processus et non au processus stochastique lui-même.

Figure 3.6 – Méthodologie de calcul du dommage en fatigue
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Chapitre 4 : Fatigue uniaxiale à grand nombre de cycles dans le domaine spectral

Introduction
Les structures mécaniques, pièces et les matériaux ne sont pas seulement soumis à des sol-

licitations périodiques ou pseudo-périodiques, les sollicitations qu’ils voient passer au cours du
temps sont souvent complexes, mélange de sollicitations variables et de sollicitations aléatoires
dues à des environnements variés : vibrations, chocs mécaniques, thermiques,...

Nous avons vu dans le chapitre 3, quelques méthodes permettant de calculer le dommage
en fatigue dans le domaine temporel pour une sollicitation quelconque. Ces méthodes ont be-
soin de l’historique temporel des contraintes ou déformations. Afin d’obtenir cet historique des
contraintes, on fait souvent appel à un calcul par éléments finis pour déterminer cette réponse
en contrainte de la structure à une excitation donnée. Or souvent, la structure peut avoir une
réponse dynamique avec des modes propres sollicités.

Cependant, deux problèmes restent entiers. Le premier est que, dans le domaine temporel,
le temps de calcul est très important pour calculer la réponse dynamique d’une structure à une
excitation temporelle donnée. Néanmoins, ce premier problème peut être très vite contourné
en utilisant la transformée de Fourrier de l’excitation et la fonction de réponse en fréquence de
la structure qui permet d’avoir accès à la transformée de Fourrier de la réponse en contrainte.
Par simple transformée de Fourrier inverse, on obtient l’historique des contraintes [1] [2]. Cette
procédure est rapide et simple car le calcul de l’intégrale de Duhamel est remplacée dans le do-
maine fréquentiel par une simple multiplication. Cependant, cela ne résoud en rien le deuxième
problème, qui a déjà été abordé en conclusion du chapitre 3. Ce problème est que nous voulons
dimensionner une structure à un processus stochastique stationnaire ergodique gaussien et de
moyenne nulle et non à une réalisation temporelle de ce processus stochastique. Cette problé-
matique est reprise figure 4.1.

Figure 4.1 – Méthodologie de calcul en fatigue dans le domaine temporel pour un processus
stochastique

On apporte généralement deux solutions à ce problème. On peut réaliser plusieurs calculs
de dommage en fatigue à partir de plusieurs historiques de contraintes du même processus
stochastique, communément appelé simulation de Monte-Carlo (Figure 4.1). Ou bien alors,
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Définition générale d’une méthode spectrale

utiliser une donnée d’entrée qui représente le processus stochastique et qui permette de réaliser le
calcul de dommage en fatigue avec cette donnée. Nous avons déjà rencontré cet objet, il s’agit de
la densité spectrale de puissance (DSP). Elle caractérise entièrement un processus stochastique
quand celui-ci est stationnaire ergodique et gaussien [3]. Néanmoins, il faut désormais une
méthode de calcul qui puisse réaliser le calcul de dommage en fatigue à partir de la DSP de
contrainte et cela dans le domaine spectral. Ces méthodes sont appelées méthodes spectrales et
utilisent la DSP de contrainte comme donnée d’entrée pour leur calcul de dommage en fatigue
(Figure 4.2). Elles font l’objet d’une étude détaillée dans ce chapitre.

Figure 4.2 – Méthodologie de calcul en fatigue dans le domaine spectral pour un processus
stochastique

4.1 Définition générale d’une méthode spectrale

Nous avons vu au chapitre 3, que dans une approche classique d’évaluation de l’endomma-
gement, les méthodes de comptage définissaient chaque cycle extrait par un pic de niveau p et
une vallée de niveau v ou une amplitude σ et une valeur moyenne σm. Chaque cycle extrait est
un événement aléatoire qui possède sa propre probabilité de réalisation où h(p, v) est la densité
de probabilité conjointe des cycles extraits. Par un simple changement de variable, la densité
de probabilité conjointe des cycles est obtenue en termes d’amplitude σ et de valeur moyenne
σm. Elle est définie dans l’équation 4.1.

Pa,m(σ, σm) = 2h(σm + σ, σm − σ) (4.1)

La fonction de densité de probabilité des amplitudes est donnée dans l’équation 4.2.

Pa(σ) =
∫ +∞

0
Pa,m(σ, σm)dσm (4.2)

Chaque cycle de contrainte d’amplitude σ et de moyenne nulle produit un dommage, qui selon
l’équation de Basquin N(σ)k = C donne lieu à l’équation 4.3.

d = C−1σk (4.3)
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L’espérance mathématique de la contribution à l’endommagement des cycles dont l’amplitude
est comprise entre σ et σ + dσ est définie dans l’équation 4.4.

E[d] = C−1νaσ
kPa(σ)dσ (4.4)

Où νaPa(σ)dσ est le nombre moyen de cycles dans l’intervalle [σ;σ+ dσ]. L’espérance du dom-
mage par unité de temps E[D] pour la loi de cumul du dommage de Palmgren-Miner est donné
dans l’équation 4.5.

E[D] = C−1νa

∫ +∞

0
σkPa(σ)dσ (4.5)

Pour un processus stationnaire, E[D] est constant. La durée de vie Tf pourra alors être évaluée
en considérant que la valeur de dommage critique est égale à 1. La durée de vie est donnée dans
l’équation 4.6.

Tf = 1
E[D] (4.6)

Néanmoins, le calcul du dommage est loin d’être réalisé car il faut pour cela avoir une formulation
de la fonction de densité de probabilité des cycles (FDP). C’est sur ce point-là précisément que
diffèrent les méthodes spectrales. Il y a principalement deux théories sur lesquelles sont basées ces
méthodes : la théorie des vibrations aléatoires et la théorie basée sur l’algorithme de comptage
Rainflow.

4.2 Théorie des vibrations aléatoires

La première approche est basée sur la théorie des vibrations aléatoires abordée au chapitre 2
en utilisant les principaux résultats de Rice. Cela consiste à confondre maxima et cycles, ce qui
permet de définir la densité de probabilité de fonction des cycles par la densité de probabilité
des maxima. De cette hypothèse, d’autres méthodes émergent pour des cas particuliers.

Méthodes Associées

Méthode de Lalanne

Lalanne [4] définit la densité de probabilité des cycles à partir des travaux de Rice [5], donnée
en equation 4.7.

PLala (σ) =
√

1− γ2

2πλ0
exp( −σ2

2λ0(1− γ2)) + γσ

2λ0
exp(− σ2

2λ0
)[1 + Erf( γσ√

2λ0(1− γ2 )] (4.7)

Où Erf(x) est la fonction erreur. Elle est définie par Erf(x) = 2√
π

∫ x
0 e
−α2

dα. Le dommage
moyen peut être calculé à partir de l’équation 4.8.

E[DLal] = C−1νa

∫ +∞

0
σkPLala (σ)dσ (4.8)
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Méthode Narrow-band

Dans le cas où le facteur d’irrégularité tend vers 1, la densité de probabilité des maxima tend
vers une distribution de Rayleigh. Le premier à avoir proposé ce résultat est Miles [6] qui a été
repris par Crandall et Mark [7]. cette méthode est connue sous le nom de méthode Narrow-band
ou approximation de Rayleigh. Sa densité de probabilité est donnée dans l’équation 4.9.

pNBa (σ) = σ

λ0
exp(−σ

2

2λ0
) (4.9)

Le dommage moyen associé à la densité de probabilité Narrow-band est donné en équation 4.10.
Il peut s’écrire aussi à partir de deux moments spectraux.

E[DNB] = C−1νa

∫ +∞

0
σkPNBa (σ)dσ = C−12k/2Γ(1 + k

2 )λ(k−1)/2
0 λ

1/2
2 (4.10)

Où Γ(x) est la fonction Gamma définie comme Γ(x) = 2
∫ +∞

0 t(2x−1)e(−t2)dt.
Il a été démontré par Rychlik [8] que la densité de probabilité de cycles Narrow-Band est
un majorant pour la densité de probabilité de cycles Rainflow. De nombreuses simulations [9]
montrent que la formulation Narrow-band est conservative par rapport à des simulations de
Monte-Carlo avec un algorithme de comptage de cycles Rainflow.

Méthode de Wirshing & Light

L’approximation de Rayleigh est trop conservative et pénalise donc le dimensionnement des
structures. De nombreux auteurs [10] ont travaillé à apporter un facteur correcteur sur l’ap-
proximation Narrow-band vis-à-vis de simulations de Monte-Carlo. Parmi les premiers travaux,
Wirshing & Light [11] proposent la densité de probabilité définie en équation 4.11.

pWL
a (σ) = υWL p

NB
a (σ) (4.11)

Où υWL est donné dans l’équation 4.12. Il est défini principalement par le facteur d’irrégularité
et la pente de la droite de Basquin.

υWL = (0.926− 0.033k) + [1− (0.926− 0.033k)](1−
√

1− γ2)1.587k−2.323 (4.12)

Le dommage moyen est donné equation 4.13. Il peut être défini aussi à partir du facteur cor-
recteur et du dommage moyen de Narrow-band.

E[DWL] = C−1νa

∫ +∞

0
σkPWL

a (σ)dσ = υWLE[DNB] (4.13)

Méthode de Ortiz & Chen

Ortiz & Chen [12] ont présenté une autre méthode basée sur l’approximation Narrow-band
avec un facteur correcteur. Leur facteur de correction est le plus abouti en terme de définition.
Il est défini à partir des moments spectraux et de la pente de la droite de Basquin. La densité
de probabilité des cycles est donnée en équation 4.14.

pOCa (σ) = υOC p
NB
a (σ) (4.14)
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Où υOC est donné par l’équation 4.15

υOC = 1
γ

[
λ2λ2/k
λ0λ2+2/k

]k/2 (4.15)

le dommage moyen associé à la densité de probabilité des cycles est donné par l’équation 4.16.

E[DOC ] = C−1νa

∫ +∞

0
σkPOCa (σ)dσ = υOCE[DNB] (4.16)

4.3 Théorie basée sur l’algorithme de comptage de cycle Rain-
flow

Chaque méthode de comptage génère sa propre distribution conjointe h(u,v), cependant il
est reconnu que l’utilisation de la méthode Rainflow amène à de meilleures prédictions [13]. En
conséquence les méthodes spectrales se focalisent principalement sur l’estimation de la distri-
bution des cycles Rainflow. Rychlik a proposé une définition d’un cycle Rainflow dans [14] [15],
qui donne lieu à une nouvelle formulation du dommage moyen. Elle est définie en équation 4.17.

E[Drfc] = C−1νa

∫ +∞

0
σkP rfca (σ)dσ (4.17)

Avec P rfca (σ), la densité de probabilité des amplitudes des cycles Rainflow qui peut être définie
par la densité de probabilité conjointe des amplitudes et des moyennes.
Il n’existe pas de formule analytique permettant d’établir la densité de probabilité des cycles
Rainflow, c’est pourquoi les méthodes spectrales basées sur une densité de probabilité des cycles
Rainflow sont évaluées de manière approchée ou empirique.

Méthodes Associées
Méthode de Dirlik

En 1985, Dirlik [16], parallèlement aux travaux sur la théorie des vibrations aléatoires, pro-
pose de déterminer directement à partir de la DSP la densité de probabilité des cycles Rainflow.
Il détermine la densité de probabilité des cycles Rainflow de façon empirique, à partir d’un
grand nombre de simulations de Monte-Carlo avec différentes formes de DSP et de facteurs
d’irrégularité. La densité de probabilité des cycles selon Dirlik est donnée en équation 4.18.

PDira (σ) = 1√
λ0

[D1
QD

exp(− Z

QD
) + D2Z

R2 exp(− Z2

2R2 ) +D3Zexp(−
Z2

2 )] (4.18)

où

Z = σ√
λ0

; xm = λ1
λ0

√
λ2
λ4

; D1 = 2(xm − γ2)

1 + γ2

R = γ − xm −D2
1

1− γ −D1 −D2
1

; D2 = 1− γ −D1 −D2
1

1−R

D3 = 1−D1 −D2 ; QD = 1.25(γ −D3 − (D2R))
D1

(4.19)
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L’équation 4.20 indique le dommage moyen avec la densité de probabilité des cycles selon Dirlik.

E[DDir] = C−1νa

∫ +∞

0
σkPDira (σ)dσ (4.20)

Méthode de Zhao & Baker

En 1992, Zhao & Baker [17] proposent une densité de probabilité des cycles Rainflow diffé-
rente de celle de Dirlik. Celle-ci est basée sur une distribution de Weibull et une distribution de
Rayleigh. Elle est donnée en équation 4.21.

pZBa (σ) = wκaκbσ
κb−1exp(−κaσκb) + (1− w)σexp(−σ

2

2 ) (4.21)

Où κ1 et κ2 sont les paramètres de la distribution de Weibull, w est le paramètre de pondération
et σ l’amplitude du cycle « Rainflow ». Ils sont définis en équation 4.22.

w = 1− γ

1− Γ(1 + 1
κb

)κ
−1
κb
a

κa = 8− 7γ

κb =
{

1.1 si γ ≤ 0.9
1.1 + 9(γ − 0.9) si γ > 0.9

(4.22)

L’équation 4.23 donne le dommage moyen avec la densité de probabilité des cycles selon Zhao
& Baker.

E[DZB] = C−1νa

∫ +∞

0
σkPZBa (σ)dσ (4.23)

Dans [17], les auteurs apportent une amélioration à leurs formulation mais pour des pentes de
Basquin k=3.

Méthode Single Moment

En 1990, Lutes et Larsen [18] proposent une formulation empirique du dommage qui fait
appel à un seul moment spectral, un moment singulier d’ordre fractionnaire k/2. Suite à de
nombreux calculs de dommage par simulation de Monte-Carlo avec un algorithme de comptage
Rainflow, ils préconisent l’utilisation de l’équation 4.24 pour le calcul du dommage moyen.

E[DSM ] = C−1νa

∫ +∞

0
σkPSMa (σ)dσ = C−12k/2Γ(1 + k

2 )λk/2
2/k (4.24)

Selon Pitoiset [1], cette formulation du dommage donne les résultats, en général, les plus proches
des simulations de Monte-Carlo par rapport à l’approximation de Narrow-band, la formulation
de Ortiz & Chen ou la formulation de Wirshing & Light. L’autre avantage, toujours selon Pi-
toiset, est que cette formulation utilise un seul moment spectral et qu’elle est plus rapide en
termes de vitesse de calcul. On peut donner la densité de probabilité des cycles associée à la
méthode en fonction de celle de PNBa (σ) (Equation4.25).

pSMa (σ) = λ
−(k−1)/2
0 λ

−1/2
2 λ

k/2
2/k

σ

λ0
exp(−σ

2

2λ0
) = λ

−(k−1)/2
0 λ

−1/2
2 λ

k/2
2/k P

NB
a (σ) (4.25)
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Méthode de Tovo & Benasciutti

En 2002-2004, Tovo et Benasciutti [13][19] presentent une formulation approchée du dom-
mage établie à partir de la méthode de comptage Rainflow. Pour écrire cette formulation, ils se
basent sur deux résultats montrés par Dowling [20] et Rychlik [8]. Le premier est la définition
du dommage Rainflow (équation 4.17). Le deuxième résultat est l’encadrement du dommage
Rainflow, démontré par Rychlik. Il a encadré le dommage Rainflow en démontrant qu’il était
majoré par le dommage calculé à partir de la formulation Narrow-band et minoré par le dom-
mage calculé à partir de la méthode de comptage des étendues moyennes (RC). Le résultat est
donné en équation 4.26.

E[DRC ] 6 E[Drfc] 6 E[DNB] (4.26)
Cela permet à Tovo et Benasciutti de définir une densité de probabilité des cycles Rainflow
basée sur les densités de probabilité des méthodes minorante et majorante. Elle est fonction
d’un paramètre de pondération qui sera dans les premières études de Tovo et Benasciutti, défini
de façon approchée et par la suite, de façon empirique grâce à des simulations de Monte-Carlo.

P TBa (σ) = hPNBa (σ) + (1− h)PRCa (σ) (4.27)

Où

PNBa (σ) = σ

λ0
exp(− σ2

2λ0
) ; PRCa (σ) = σ

λ0γ2 exp(−
σ2

2λ0γ2 )

h =


happroché = min{γ1 − γ

1− γ1
, 1}

hsimulations = (γ1 − γ)[1.112(1 + γ1γ − (γ1 + γ))e2.11γ + (γ1 − γ)]
(γ − 1)2

(4.28)

Le dommage moyen peut être défini comme précédemment ou à partir du dommage Narrow-
band et du dommage des étendues moyennes. la formulation est donnée par l’équation 4.29.

E[DTB] = C−1νa

∫ +∞

0
σkP TBa (σ)dσ = hE[DNB] + (1− h)E[DRC ] (4.29)

Méthode empirique γ0.75

Cette méthode suggérée par Lutes et al. [21] est basée sur des travaux menés sur le paramètre
de bande γ0.75. Il suggère d’utiliser comme facteur correcteur pour se rapprocher du dommage
Rainflow le paramètre γ2

0.75. La densité de probabilité est donnée par l’équation 4.30.

PM075
a (σ) = γ2

0.75P
NB
a (σ) (4.30)

le dommage moyen est donné en équation 4.31.

E[DM075] = γ2
0.75 E[DNB] (4.31)

4.4 Méthodes Spectrales associées à un type de DSP
Un certain nombre d’auteurs ont développés des méthodes spectrales spécifiques pour un

type de DSP donné, notamment pour les DSP bimodales ou multimodales. Leurs présentations
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seront réduites car elle ne feront pas l’objet d’une étude approfondie. Néanmoins, cette partie
contient toutes les références nécessaires à leur compréhension et à leur mise en oeuvre.

Définition d’une DSP bimodale

Un processus stochastique gaussien de moyenne nulle modélisé par une DSP bimodale peut
être défini comme étant une combinaison de deux processus à bande étroite séparés par un
intervalle fréquentiel (figure 4.3).

Figure 4.3 – Représentation d’une DSP bimodale et d’une réalisation temporelle de ce processus

Ces processus sont appelés processus bimodaux et peuvent être schématisés comme la somme
de deux processus indépendants gaussiens à bande étroite.

x(t) = x1(t) + x2(t) (4.32)

x1(t) est la composante basse fréquence avec une fréquence propre f1 et x2(t) est la compo-
sante haute fréquence avec une fréquence propre f2. La DSP formée par x(t) peut être repré-
sentée comme la somme des DSP des deux composantes avec Φx1(f) associée à x1(t) et Φx2(f)
associée à x2(t) (équation 4.33). De même, on peut définir pour chaque composante les moments
spectraux et les paramètres définis en chapitre 2 car les processus associés à chaque fréquence
sont indépendants.

Φx(f) = Φx1(f) + Φx2(f) (4.33)

La méthode de comptage Rainflow appliquée au processus x(t) va extraire deux types de
cycles : les cycles de large amplitude (SL) qui sont l’interaction entre les composantes x1(t) et
x2(t) et les cycles de faible amplitude (SS) générés par la composante x2(t). Voir figure 4.4.

A partir de ces définitions, des fonctions de densité de probabilité prenant en compte les
interactions entre les composantes fréquentielles sont définies. Certaines méthodes spectrales dé-
finissent la densité de probabilité de l’enveloppe et/ou de l’amplitude du processus et l’intègrent
à leur densité de probabilité des cycles.
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Figure 4.4 – Representation d’un signal temporel d’un processus bimodal avec la définition
des cycles Rainlfow

Méthodes associées

Lutes & Larsen [9] en 1990 testent la méthode Single Moment vis-à vis de processus bimo-
daux. Ils montrent que dans le cas d’un processus bimodal, la méthode donne de bonnes corré-
lations par rapport à des simulations de Monte-Carlo avec un algorithme de comptage Rainflow.

Jiao & Moan [22] sont les premiers à donner en 1990 une définition rigoureuse du dom-
mage pour un processus bimodal. Ils définissent la fonction de densité de probabilité des cycles
comme étant la somme de la densité de probabilité des amplitudes et la densité de probabilité
de la composante x2(t). Ils montrent qu’ils corrèlent assez bien vis-à-vis des SMC réalisées sur
différents types de processus bimodaux.

Sakai & Okamura [23] en 1995 définissent une méthode spectrale pour des DSP bimodales.
Ils considèrent la fonction de densité de probabilité des cycles comme étant la somme de deux
densités de probabilité Narrow-Band indépendantes associées respectivement à f1 et f2.

Fu & Cebon [24] ont proposé une définition d’une méthode spectrale en 2000 qu’ils modifient
en 2005. De même que pour Jiao & Moan, la version modifiée de Fu & Cebon fait intervenir
les mêmes entités dans la définition de la fonction de densité de probabilité. La méthode diffère
dans la définition du nombre moyen de maxima associé à la composante x2(t).

Tovo & Benascuitti, éprouvent leur méthode par rapport aux processus bimodaux [25] [13].
Ils réalisent un plan d’expérience pour comparer leur méthode mais aussi les méthodes précé-
demment énoncées par rapport à des SMC avec un comptage Rainflow. Ils montrent la précision
et la robustesse de ces méthodes par rapport à des méthodes spectrales définies dans un cadre gé-
néral. Leur méthode est celle qui donne les meilleures corrélations sur les DSP bimodales testées.

Enfin Gao & Moan [26] ont récemment développé une méthode spectrale pour un processus
tri-modal. De même que Jiao & Moan, ils définissent leur densité de probabilité des cycles à
partir de densité de probabilité de l’enveloppe du processus x(t).
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4.5 Benchmark numérique

Ce benchmark a pour but de comparer l’ensemble des méthodes spectrales décrites précé-
demment et de retrouver certains résultats remarquables présentés par les différents auteurs.

4.5.1 Définition du plan d’expérience

Le plan d’expérience est basé sur 4 DSP. Il s’agit de DSP que l’on peut observer dans
l’industrie mécanique. Elles sont présentées Figure 4.5. Il y a une DSP passe bande (Figure
4.5(a)) avec un paramètre α qui varie de 0.05 à 1.9. La Figure 4.5(b) représente la DSP de
réponse d’un système à un degré de liberté (1 DDL) avec un paramètre Xi qui représente
l’amortissement du système. La figure 4.5(c) représente la DSP de réponse d’un système à
deux degrés de liberté (2 DDL) qui est régie par deux paramètres, l’amortissement (Xi) et
l’espacement entre les modes α. En figure 4.5(d), on montre la DSP d’un pseudo bruit rose à
bande, régie par deux paramètres, α pour la largeur de bande et β pour la pente de la DSP.

(a) DSP Passe Bande (PB) (b) DSP 1DDL

(c) DSP 2DDL (d) DSP Bruit Rose (BR)

Figure 4.5 – DSP sélectionnées pour le plan d’expériences

L’ensemble des paramètres de chaque DSP est synthétisé dans le tableau 4.1. Les paramètres
sélectionnés forment des sets. Au total, il y a 168 sets à tester.
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Type de DSP Paramètres valeurs
F0 100 Hz

Passe bande RMS 100 MPa
α 0.05, 0.075, 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9, 1.1, 1.3, 1.5, 1.7, 1.9
F0 100 Hz

1 DDL RMS 100 MPa
Xi 0.001, 0.0025, 0.005, 0.0075, 0.01, 0.025, 0.05, 0.075, 0.1, 0.125, 0.15, 0.2
F0 100 Hz

2 DDL RMS 100 MPa
Xi 0.001, 0.0025, 0.005, 0.0075, 0.01, 0.025, 0.05, 0.075, 0.1, 0.125, 0.15, 0.2
α 0.05, 0.1, 0.5, 0.9, 1.3, 1.7
F0 100 Hz

Bruit Rose RMS 100 MPa
α 0.05, 0.075, 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9, 1.1, 1.3, 1.5, 1.7, 1.9
β 10, 20, 50, 100, 200, 300

Table 4.1 – Valeurs sélectionnées pour les paramètres des DSP (168 jeux de paramètres)

RMS (MPa) Pente k C associé
3 1.56e+13
5 9.76e+17
7.5 9.65e+22

750 9.5 6.03e+28
12 5.96e+34
15 9.31e+41
17 5.82e+46
21 2.27e+56
3 6.40e+13
5 1.02e+19
7.5 3.28e+25

1200 9.5 5.24e+30
12 1.68e+37
15 1.07e+45
17 1.72e+50
21 4.40e+60

Table 4.2 – Valeurs sélectionnées pour les matériaux (soit 16 matériaux étudiés)

Pour les matériaux, il a été sélectionné des matériaux avec des pentes de la courbe de
Basquin différentes et avec des limites à rupture différentes. Ces paramètres sont présentés
dans le tableau 4.2. Le paramètre C est calculé pour que la courbe de Basquin passe par le
point de coordonnée [ 106 cycles ; Rm3 MPa]. Cela permet d’avoir des données plus génériques
qu’avec des données expérimentales. Néamoins l’ensemble de ces données peux être attribué à
des matériaux réels. Par exemple, un Rm à 1200 MPa avec une pente de Basquin de 12 sont
les caractéristiques expérimentales en fatigue d’un acier trempé revenu, type 30NiCrMo8. Il est
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représenté en Figure 4.6, les courbes de Basquin pour un Rm de 1200 MPa.

Figure 4.6 – Courbe de Basquin pour un Rm de 1200 MPa

4.5.2 Chaine de simulation de Monte-Carlo
Comme il a été précisé à plusieurs reprises, la méthode de référence pour comparer les mé-

thodes spectrales est basée sur des simulations de Monte-Carlo. C’est-à-dire, réaliser N tirages
temporels de notre processus stochastique afin d’effectuer un calcul du dommage en fatigue
dans le domaine temporel en utilisant l’algorithme de comptage de cycles Rainflow reconnu
pour donner les meilleures prédictions [20]. Cela permet d’avoir accès à un dommage DT pour
une periode T donnée. En moyennant l’ensemble des dommages DT obtenus, on obtient le dom-
mage moyen E[DT ] pour notre processus stochastique.
Les méthodes spectrales nous donnent accès directement au dommage moyen par unité de temps
du processus stochastique. Pour avoir le dommage moyen du processus stochastique associé à
une période T, il suffit de multiplier le dommage moyen par unité de temps par la période T,
on obtient donc E[DT ] = TE[D]. La durée de vie Tf est définie comme étant la durée de vie
associée au dommage moyen par unité de temps, d’où Tf= 1/E[D].
Dans notre cas, le nombre de tirages est de 3000 pour une période T de 1804 secondes. Ces
paramètres nous garantissent que les simulations de Monte-Carlo ont convergé et que la disper-
sion observée par la suite est celle du processus stochastique.
Les calculs ont étés effectué sur PC double coeur avec 4 Go de RAM et la version de Matlab
R2010b. Ils ont été réalisés sur un ensemble de 20 machines pour diminuer le temps de calcul.
Néanmoins il faut, avec l’ensemble des paramètres sélectionnés, 5 jours de calcul CPU. Alors
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que pour une méthode spectrale, il faut pour l’ensemble des paramètres environ 2 minutes de
calcul CPU. Soit un facteur de près de 3600.

La figure 4.7 représente les chaines de calcul. En bleu, la chaine de calcul pour les simulations
de Monte-Carlo et en rouge, la chaine de calcul pour les méthodes spectrales. Cela permet de voir
également l’algorithme de calcul des methodes spectrales où la donnée d’entrée principale pour
le calcul est bien la DSP de contrainte. Que ce soit la densité de probabilité ou la distribution du
nombre de cycles, en pratique, se sont des histogrammes de n classes [27]. Ils sont donc fonction
des paramètres de la DSP mais aussi de la taille des classes choisies.

Figure 4.7 – Chaine de calcul pour les simulations de Monte-Carlo et pour les méthodes
spectrales (en pointillé, les données d’entrée pour le calcul)
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4.5.3 Principaux résultats

Afin de mettre en avant les différences entre les méthodes, plusieurs entités ont fait l’objet
d’une étude. Ces entités de natures diverses sont notamment la durée de vie Tf, le dommage
moyen par unité de temps, la distribution des cycles, la distribution du dommage et la distri-
bution du dommage cumulé.

Résultats liés aux paramètres du plan d’expérience

Lors de la présentation des différentes méthodes spectrales, il a été mis en avant une famille
de paramètres dont les méthodes sont dépendantes. Ces paramètres sont γ et γ1 qui sont associés
à la largeur de bande de la DSP. Une des propriétés de cette famille de paramètres est que γ < γ1
[28].
Sur la figure 4.8, il est représenté l’ensemble des γ et γ1 pour tous les jeux de paramètres
possibles. Cela permet de constater que 35% des γ et γ1 du plan d’expérience sont compris
dans l’intervalle [0.9 ; 1]x[0.9 ; 1].

Figure 4.8 – Représentation des γ et γ1 pour l’ensemble des jeux de paramètres du plan
d’expérience

Il est représenté sur la figure 4.9, les valeurs de γ et γ1 pour la DSP BR. C’est cette DSP
qui va nous permettre avec les paramètres choisis de balayer l’espace formé par γ et γ1. En
violet, une zone inaccessible due au fait que γ > γ1. La figure 4.9(a) représente l’influence du
paramètre β dans l’espace γ et γ1 et la figure 4.9(a) représente l’influence du paramètre α dans
l’espace γ et γ1.
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(a) Représentation des γ et γ1 en fonction du para-
mètre β

(b) Représentation des γ et γ1 en fonction du para-
mètre α

Figure 4.9 – Représentation des γ et γ1 pour la DSP BR

Résultats liés à la chaine de Monte-Carlo

Figure 4.10 – Representation de la durée de vie Tf pour trois simulations de Monte-Carlo avec
des temps de simulations de 1802 s, 180 s et 18 s
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Précédemment, il a été évoqué le choix des paramètres pour les simulations de Monte-Carlo.
Ils ont une importance si on souhaite étudier la dispersion du processus stochastique et com-
parer les distributions de cycles car plus un tirage va être représentatif, plus les éléments de
faible probabilité vont avoir une ou plusieurs occurrences de réalisation. Cela peux même avoir
un impact sur la détermination du dommage moyen.
La figure 4.10 est un exemple concret sur le choix des paramètres pour la simulation de Monte-
Carlo. Sur le graphe, trois simulations de Monte-Carlo avec des paramètres de simulations diffé-
rents, la première, en rouge, avec les paramètres choisis pour le plan d’expérience ,la deuxième,
en vert, avec des occurrences temporelles 10 fois moins longues et la troisième, en violet, avec
des des occurrences temporelles 100 fois moins longues. On constate que la dispersion entre
les trois simulations de Monte-Carlo est différente. Les dispersions sont d’autant plus grandes
que les réalisations temporelles sont courtes. La dispersion calculée est la dispersion propre aux
SMC qui depend de la période T.

0 1 2 3 4 5 6
10

−4

10
−2

10
0

10
2

10
4

Amplitude du cycle normalisée ( σ/RMS )

N
om

br
e 

de
 c

yc
le

 p
ou

r 
un

e 
pé

rio
de

 T

(α=1.5),(k=3)(Rm=1200)

 

 

SMC à T=1802s
SMC à T1=180s
SMC à T2=18s
Dirlik
Tovo & Benasciutti

Figure 4.11 – Représentation des distributions des cycles des trois simulations de Monte-Carlo.

De plus on s’aperçoit que les dommages moyens ou durées de vie Tf sont différentes. Cette
variation de Tf semble relativement faible d’un point de vue absolu (1.83e5 s à 1.87e5 s). Ces
différences sont-elles significatives ?
La figure 4.11 permet de répondre à cette question. Le graphe montre qu’au-dessus d’une am-
plitude de cycle normalisée de 3.5, les différentes simulations de Monte-Carlo présentent des
différences. Cela est dû au fait que les simulations sont soumises à la même loi de probabilité
mais qu’elles ont un nombre d’occurrences différent. Par exemple,la probabilité d’avoir un cycle
normalisé de 4 est de 3e-5. Dans le cas d’une période de 18s avec la fréquence F0 = 100 Hz, il y
a environ 1800 cycles donc le nombre d’occurrences à une amplitude de 4 est de 0.05. Dans le
cas d’une période de 180s avec la même fréquence, il y a environ 18000 cycles donc le nombre
d’occurrences à une amplitude de 4 est de 0.5. Dans le cas d’une période de 1802s avec la même
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fréquence, il y a environ 180200 cycles donc le nombre d’occurrences à une amplitude de 4 est
de 5. Dans le dernier cas, une représentativité plus grande de l’amplitude dans un processus qui
au contraire des méthodes spectrales n’admet que des nombres entiers. La solution est soit de
mettre un cut-off sur le cumul du dommage soit de prendre une période longue qui représente
bien l’espace des amplitudes possibles.

Résultats du plan d’expérience
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Figure 4.12 – Durée de vie Tf de l’ensemble des méthodes spectrales testées pour l’ensemble
des paramètres de la DSP BR pour un matériau avec une pente k de 3 et une valeur Rm de
1200 MPa

Les figures 4.12 et 4.13 illustrent les résultats de durée de vie Tf pour l’ensemble des jeux
de paramètres de la DSP BR et cela pour deux pentes de Basquin différentes. On constate que
l’ensemble des méthodes spectrales étudiées se situent globalement dans l’intervalle [Tf/2 ; 2Tf],
quelle que soit la pente choisie.
De plus, on s’aperçoit que les méthodes Dirlik, Zhao & Baker et Tovo & Benasciutti corrèlent
bien avec les durées de vie des SMC quel que soit le jeu de paramètres choisi. Pour les autres
méthodes, on constate une divergence de l’estimation de la durée de vie quand le paramètre
α augmente soit quand γ diminue et cela quelle que soit la valeur de β. Ces conclusions sont
valables quelle que soit la valeur Rm et la pente k.
Néanmoins, plus la pente k augmente, plus les méthodes faisant appel à ce paramètre pour
leur facteur correcteur on tendance à diverger. Cette conclusion est valable notamment pour la
méthode de Wirshing & Light.
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Figure 4.13 – Durée de vie Tf de l’ensemble des méthodes spectrales testées pour l’ensemble
des paramètres de la DSP BR pour un matériau avec une pente k de 12 et une valeur Rm de
1200 MPa
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Figure 4.14 – Durée de vie Tf de l’ensemble des méthodes spectrales testées pour l’ensemble
des paramètres de la DSP 2DDL pour un matériau avec une pente k de 3 et une valeur Rm de
1200 MPa
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Les figures 4.14 et 4.15 illustrent les résultats de durée de vie Tf pour l’ensemble des jeux
de paramètres de la DSP 2DDL. Dans ce cas, les résultats sont plus dispersés, notamment pour
les valeurs de α et de pente k élevées.
La seule méthode qui reste dans l’intervalle [Tf/2 2Tf] est la méthode Tovo & Benasciutti.
Comme il a été cité précédemment dans ce chapitre, Tovo & Benasciutti ont éprouvé leur
méthode à des DSP du type bimodales. La conclusion de leur étude ([25] [13](chapitre 5)) est
une bonne corrélation de leur méthode vis-à-vis des simulations Monte-Carlo. Les résultats
obtenus sont pour l’ensemble de leurs jeux de paramètres plus proches des résultats des SMC
que des méthodes spectrales développées exclusivement pour les DSP bimodales.
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Figure 4.15 – Durée de vie Tf de l’ensemble des méthodes spectrales testées pour l’ensemble
des paramètres de la DSP 2DDL pour un matériau avec une pente k de 12 et une valeur Rm
de 1200 MPa

La figure 4.16 représente les résultats pour la DSP passe-bande pour différentes pentes k.
Pitoiset dans [1](chapitre 2) avait déjà réalisé des simulations de Monte-Carlo avec la même
définition de DSP. Sur les méthodes comparées les résultats sont similaires.
La méthode Narrow-Band est un majorant du dommage ou minorant de la durée de vie Tf.
Les autres méthodes tendent vers des résultats équivalents à la méthode Narrow-Band quand
α tend vers 0, soit quand γ tend vers 1.
De plus, on remarque que certaines méthodes sous-estiment le dommage (sur-estiment Tf) selon
les paramètres comme la méthode de Wirshing & Light.
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(b)

Figure 4.16 – Durée de vie Tf de l’ensemble des méthodes spectrales testées pour l’ensemble
des paramètres de la DSP PB pour des matériaux avec une pente k de 3 (a) et de 7.5 (b)

La figure 4.17 représente les résultats pour la DSP 1DDL pour différentes pentes k. Cette
DSP est définie comme étant la réponse à un système linéaire à 1 DDL. Une étude similaire a
été réalisé par Pitoiset [1](chapitre 2). Néanmoins, les paramètres sélectionnés sont plus larges.
Dans le cas de l’étude de Pitoiset, l’amortissement varie de 0.01 ≤ Xi ≤ 0.2, dans notre cas,
l’amortissement varie de 0.001 ≤ Xi ≤ 0.2. Toutefois sur l’intervalle [0.01 ; 0.2] les résultats et
les tendances entre les deux études sont similaires.
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Dans le cas où k=3, la méthode de Dirlik est confondue avec les simulations de Monte-Carlo.
Les autres méthodes corrèlent bien les résultats et les tendances des SMC. L’erreur relative,
quel que soit la méthode et/ou le paramètre α est inférieure à 5%.
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(b) Valeur Rm de 1200 MPa

Figure 4.17 – Durée de vie Tf de l’ensemble des méthodes spectrales testées pour l’ensemble
des paramètres de la DSP 1DDL pour des matériaux avec une pente k de 3 (a) et de 7.5 (b)
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Les figures 4.18 et 4.19 sont les distributions des cycles et du dommage pour deux jeux de
paramètres de la DSP bruit rose. Pour plus de clarté, seules les méthodes de Lalanne, Narrow-
band, Dirlik, Zhao & Baker et Tovo & Benasciutti sont représentées sur ces graphes. Chaque
figure est composée de quatre graphiques, le premier représente la distribution des cycles per-
mettant de voir les différences sur les faibles amplitudes. Le deuxième représente la distribution
des cycles avec une amplitude normalisée et une échelle logarithmique afin de comparer les
tendances de chaque distribution pour les amplitudes élevées. Le troisième représente la distri-
bution du dommage qui permet d’associer un dommage à l’amplitude d’un cycle. Et enfin, le
quatrième représente la distribution du dommage cumulé avec une amplitude normalisée et une
échelle logarithmique qui permet de mettre en relief les différences entre les méthodes pour les
amplitudes élevées.
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(a) Distribution des cycles en échelle linéaire
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(b) Distribution des cycles en échelle log et des am-
plitudes normalisées
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(c) Distribution du dommage en échelle linéaire
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(d) Distribution du dommage cumulé en échelle log
et et des amplitudes normalisées

Figure 4.18 – Présentation de différentes distributions dans le cas de la DSP BR avec les
paramètres β = 10, α = 0.075 et un matériau avec une pente k=5 et Rm=1200 MPa

La figure 4.18 représente les résultats pour le jeu de paramètres suivant : β = 10, α = 0.075,
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k=5 et Rm=1200 MPa. Pour ce jeu de paramètres, la valeur γ est proche de 1. D’ailleurs,
on constate que la distribution des cycles des SMC est quasiment confondue avec celles des
méthodes spectrales. Sur la figure 4.18(b), les méthodes spectrales ont la même pente que la
distribution des cycles des SMC.
Malgré que les distributions des cycles sont quasiment confondues, on note sur la figure 4.18(c)
une différence entre les distributions du dommage. Cela est dû au fait que les écarts de la
distribution de cycles sont une fonction puissance de la valeur de la pente k de la droite de
Basquin (d = C−1σk). Plus la pente k est élevée, plus les écarts entre les distributions de cycles
seront visibles sur la distribution du dommage. On note aussi que le dommage se situe dans
un intervalle d’amplitude de 100 MPa à 400 MPa. La figure 4.18(d) permet de montrer que ces
écarts sont minimums.
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10
−5

10
0

10
5

0

1

2

3

4

5

6

A
m

pl
itu

de
 d

u 
cy

cl
e 

no
rm

al
is

é 
( 

σ/
R

M
S

 )

Nombre de cycle pour une période T

(β=200)(α=1.7),(k=5)(Rm=1200)

 

 

SMC
Lal
NB
Dir
ZB
TB

(b) Distribution des cycles en échelle log et des am-
plitudes normalisées
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(c) Distribution du dommage en échelle linéaire
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(d) Distribution du dommage cumulé en échelle log
et et des amplitudes normalisées

Figure 4.19 – Présentation de différentes distributions dans le cas de la DSP BR avec les
paramètres β = 200, α = 1.7 et un matériau avec une pente k=5 et Rm=1200 MPa

La figure 4.19 représente les résultats pour le jeu de paramètres suivant : β = 200, α = 1.7,
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k=5 et Rm=1200 MPa. Pour ce jeu de paramètres, la valeur γ est de 0.2 et la valeur de γ1 est
de 0.8. On constate sur les figures 4.19(a) et 4.19(b) de larges disparitées entre la distribution
des cycles SMC et les distributions des cycles des méthodes spectrales. Les distributions des
méthodes spectrales sont de formes et de tendances très différentes.
La distribution des cycles des SMC tend vers une loi exponentielle. La méthode spectrale de
Zhao & Baker est la méthode dont la distribution des cycles est la plus proche de celle des SMC.
Cela est relativement normal car c’est la seule densité de probabilité qui dans sa définition fait
appel à une loi de Weibull, qui en fonction de ces paramètres peut représenter plusieurs lois de
probabilité, dont la loi de probabilité exponentielle.
Sur la figure 4.19(b), les méthodes spectrales ont la même pente que la distribution des cycles
des SMC mais avec des offsets notamment pour la distribution des cycles Narrow-Band.
On note sur les figures 4.19(c) et 4.19(d) une divergence entre les distributions du dommage.
Cela est dû aux écarts entre les distributions déjà énoncée au paragraphe précédent. L’écart
entre la distribution Narrow-Band et SMC est encore plus marqué. Néanmoins la methode
Narrow-Band est bien dans le cas présent une méthode majorante par rapport au dommage.

Les figures 4.20 et 4.21 illustrent l’erreur relative du dommage en fonction de γ pour tous
les jeux de paramètres du plan d’expérience et cela pour deux configurations matériaux. La
définition de l’erreur relative du dommage est donnée par l’équation 4.34.

Erreur relative(%) = |E[DMS ]− E[DSMC ]|
E[DSMC ] 100 = |E[DMS

T ]− E[DSMC
T ]|

E[DSMC
T ]

100 (4.34)
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Figure 4.20 – Représentation de l’erreur relative du dommage par rapport à des simulations
de Monte-Carlo pour le matériau k=7.5 et Rm=750 MPa
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Seules les méthodes spectrales suivantes sont représentées sur le graphe : Narrow-Band,
Lalanne, Dirlik et Tovo & Benasciutti.
Pour les deux jeux de paramètres matériaux représentés sur le graphe, la méthode de Tovo &
Benasciutti a une erreur relative inférieure à 15%, sauf en deux points qui sont pour des jeux
de la DSP 2DDL.
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Figure 4.21 – Représentation de l’erreur relative du dommage par rapport à des simulations
de Monte-Carlo pour le matériau k=12 et Rm=1200 MPa

On constate pour la méthode Narrow-band une erreur relative qui augmente quand le para-
mètre γ diminue. Cela est cohérent avec la définition de la méthode qui est donnée à l’origine
pour des valeurs de γ tendant vers 1. L’erreur relative pour la méthode Narrow-Band atteint
65% pour des valeurs de γ aux alentours de 0.1. On s’aperçoit que la méthode est bien un
majorant vis-à-vis des autres méthodes spectrales et des simulations de Monte-Carlo.
La figure 4.21 met en avant un dysfonctionnement dans la méthode de Dirlik. Ce problème a fait
l’objet d’une étude réalisé par Colin [28] qui met en défaut la méthode de Dirlik pour certains
couples (γ1,γ), il appelle ce défaut "la cloche de Dirlik". Elle intervient pour k=12 quand γ1
varie entre 0.8 et 1 et quand γ varie entre 0.2 et 0.4 . De plus ce phénomène est accentué par
des pentes k élevés. Sur la figure 4.8, il existe des couples (γ1,γ) dans l’intervalle précédemment
décrit. Ces couples sont pour des jeux de paramètres de la DSP 2DDL avec un paramètres α à
1.7. Ils engendrent une erreur relative supérieure à 50%.
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4.6 Conclusion
Les méthodes spectrales sont des outils adaptés pour réaliser un dimensionnement en fatigue

à grand nombre de cycles vis-à-vis d’un processus stochastique ergodique stationnaire gaussien
et de moyenne nulle. Il faut garder à l’esprit la grande diversité de ces méthodes, certaines
d’entre elles sont développées pour un type de processus stochastique particulier.
Le benchmark montre que l’on retrouve les conclusions des différents auteurs qui ont travaillé à
développer ces modèles et à les valider [13] [16]. La méthode Narrow-band est bien un majorant
par rapport au dommage moyen. Les méthodes avec une définition proche d’un comptage Rain-
flow tendent vers les simulations de Monte-Carlo comme Dirlik, Zhao & Baker ou bien encore
Tovo & Benasciutti.
Le phénomène de la cloche de Dirlik est bien visible. La méthode qui est la plus robuste et la
plus précise est la méthode de Tovo & Benasciutti, cependant on constate que cette méthode a
une faiblesse, comme celle de Dirlik, pour certaines pentes k et paramètres γ1 et γ. L’impact
de la cloche de Dirlik étudié par Colin [28] est moins prononcé sur la méthode de Tovo & Be-
nasciutti mais afin de mieux apprécier le phénomène, il faudrait refaire l’étude de Colin avec les
paramètres associés à la méthode de Tovo & Benasciutti.
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Chapitre 5 : Introduction à la plasticité et aux méthodes de correction de type
Neuber

Les phénomènes de plasticité ont été observés dans les premiers temps sur des essais de
traction simple puis ensuite sur des essais avec des sollicitations complexes. Le phénomène est
caractérisé par l’apparition de déformation irréversible quand un niveau de contrainte est at-
teint.
Il y a donc un seuil de plasticité dans l’espace des contraintes où peuvent se manifester des
phénomènes particuliers comme l’écoulement plastique ou l’écrouissage. Ceux-ci ont fait l’objet
de nombreuses études aux cours du temps qui donnent lieu à des lois couplées d’écoulement
plastique et d’écrouissage.
Le domaine de plasticité, aussi appelé domaine de ductilité, est limité par l’apparition de rup-
tures locales. Certains matériaux ne possèdent pas de domaine de ductilité et passent directe-
ment du domaine élastique à la rupture. Par exemple, cela est le cas pour les bétons. Le domaine
de ductilité est surtout observé sur les matériaux cristallins grâce au mouvement de dislocations
à l’intérieur des grains.

5.1 Plasticité et modèles associés
Il existe de nombreux modèles et représentations des phénomènes de plasticité selon les

cas de chargement : monotone, cyclique, uniaxial ou encore multiaxial. Dans notre cas, nous
aborderons seulement les éléments nécessaires pour les modélisations réalisées dans les chapitres
suivants. Néanmoins, pour plus d’information, les ouvrages [1] [2] reprennent l’ensemble des lois
et équations du domaine de plasticité.

5.1.1 Seuil, écrouissage et écoulement plastique
Le seuil au-delà duquel des déformations permanentes apparaissent est communément appelé

limite d’élasticité. Elle est notée Re et elle est conventionnelle. Le principal problème est que
sa valeur est dépendante de cette convention. Les effets élastique et plastique sont souvent
découplés. Cela donne lieu à l’équation

ε = εe + εp (5.1)

Où εe peut être déterminée par la loi de Hooke et εp est fonction de la contrainte et de l’historique
du chargement. Cette fonction est l’écrouissage dû à l’écoulement plastique.

εp = g(σ) si |σ| > Re

εp = 0 si |σ| < Re

(5.2)

g(σ) peut-être définie par plusieurs modèles, dont l’équation de Ramberg-Osgood [1].

εp = g(σ) = 〈 |σ| −Re
k′

〉1/n
′

(5.3)

Où n′ est l’exposant d’écrouissage et k′ est la résistance plastique. 〈〉 définit la fonction comme
suit : 

〈x〉 = x si x > 0

〈x〉 = 0 si x < 0
(5.4)
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5.1.2 Modélisation des relations de comportement

Cas d’un chargement monotone

Dans le cas d’un solide plastique écrouissable, il est possible de définir un modèle de compor-
tement unidimensionnel complet en chargement monotone. Ce modèle, extrait de [1], est défini
en équation 5.5.

ε = εe + εp

εe = σ

E

εp = ( σ
k
′
0
)1/n′0

(5.5)

Où n′0 est l’exposant d’écrouissage et k′0 est la résistance plastique. Négliger la limite d’élasticité
Re dans le modèle est une hypothèse souvent utilisée.

Cas de chargement cyclique

Dans le cas de chargement cyclique, il est intéressant de relier l’étendue de déformation avec
l’étendue de contrainte pour un cycle stabilisé. Le modèle défini dans l’équation 5.6 est donné
pour des cycles symétriques par rapport à l’origine (règle de Masing).

∆ε
2 = ∆εe

2 + ∆εp
2

∆εe
2 = ∆σ

2E

∆εp
2 = (∆σ

2k′ )
1/n′

(5.6)

Où n′ est l’exposant d’écrouissage et k′ est la résistance plastique. De même que pour le modèle
précédent, on peut négliger la limite d’élasticité dans l’équation de Ramberg-Osgood.

5.2 Méthodes de correction en plasticité

Ces méthodes permettent d’approcher l’état réel de contrainte et de déformation dans une
zone de plasticité confinée (exemple : en fond d’entaille) à partir d’un calcul de contrainte et de
déformation réalisé avec une loi linéaire. Ces méthodes sont dites méthodes de calcul accéléré
comme la méthode de Zarka pour le calcul des cycles stabilisés. L’hypothèse principale pour
leur application est de se situer dans une zone de plasticité confinée. De plus, celles-ci sont
appliquées à des variables locales en un point de la structure, le point critique de la pièce où
l’on prévoit l’amorce de fissure.
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5.2.1 Methode de Neuber
Neuber [3], en 1961, énonce qu’il est possible d’approcher l’état réel de contrainte et de dé-

formation en fond d’entaille à partir d’un calcul élastique. Il introduit les variables locales σe et
εe, la contrainte et la déformation respectivement, en fond d’entaille obtenues par simple calcul
élastique. Pour le calcul de la contrainte σr et de la déformation εr réelle, Neuber postule que
le produit de la contrainte par la déformation dans une zone de plasticité confinée ne dépend
pas de l’écoulement plastique. Cette règle est définie par l’équation 5.7.

σeεe = σrεr (5.7)

La méthode de Neuber est illustrée figure 5.1(a). Elle est représentée dans l’espace σ − ε où
l’aire formée par σe et εe est égale à l’aire définie par σr et εr.
La méthode peut être aussi appliquée dans le cas de chargement cyclique, comme illustré figure
5.1(b). L’approche consiste à appliquer la règle à la demi-amplitude des étendues. Cette approche
ne prend pas en compte la contrainte moyenne, d’autres auteurs [1][4] ont proposé des méthodes
prenant en compte le chargement d’origine.

(a) Avec un chargement monotone (b) Avec un chargement cyclique

Figure 5.1 – Application de la règle de Neuber à deux type de chargement

En combinant, la règle de Neuber avec la loi de Ramberg-Osgood, on peut exprimer l’équa-
tion 5.7 à partir exclusivement des contraintes comme dans l’équation 5.8.

σ2
e = σ2

r + E σr(
σr
k′

)1/n′ (5.8)

5.2.2 Methode de Molski-Glinka
Sur le même principe que Neuber, Molski et Glinka [5] [6] postulent que ce sont les aires

sous les courbes qui sont égales entre-elles, soit entre le chargement élastique et le chargement
élasto-plastique. Cela est défini en équation 5.9.

1
2σeεe =

∫ εr

0
σr(ε)dε (5.9)
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Figure 5.2 – Application de la règle de Molski-Glinka

De même que pour Neuber, en combinant la formulation de Molski-Glinka à la loi de Ramberg-
Osgood et en dérivant l’équation, on obtient l’équation 5.10.

σ2
e = σ2

r + 2E σr
n′ + 1(σr

k′
)1/n′ (5.10)

Dans [7], Glinka ajoute un facteur correctif qui prend en compte l’augmentation de la taille de
la zone plastique.

5.2.3 Méthode de correction dans le cas d’un état de contrainte multiaxial

Dans le cas d’un état de contrainte multiaxial, Ellyin et Kujawski [8] généralisent les travaux
de Neuber. Ils proposent l’équation 5.11

σe ⊗ εe = σr ⊗ εr (5.11)

Où ⊗ est le produit contracté une fois des tenseurs d’ordre 2. σe et εe les tenseurs des contraintes
et des déformations obtenus par calcul élastique. σr et εr les tenseurs des contraintes et des dé-
formations réelles.

Dans [9] [10] [11], la règle de Neuber appliquée à un état de contrainte surestime la contrainte
et la déformation réelle en fond d’entaille. Au contraire, la méthode de Molski-Glinka appliquée
à un état de contrainte va sous-estimer l’état de contrainte réelle.

Les auteurs Moftakhar et Singh [12][13], proposent d’encadrer la solution élasto-plastique
exacte en définissant deux bornes. La première est donnée par la règle de Neuber généralisée
à un état multiaxial où on va surestimer la solution et la deuxième par la règle énoncée par
Molski et Glinka qu’ils généralisent à un état multiaxial et qui va sous-estimer la solution.

Buczynski et Glinka en 2003 [14], proposent une nouvelle méthode dans le cas d’un état de
contrainte multiaxial. Ils appliquent la règle de Neuber, non plus sur les tenseurs des contraintes
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et déformations mais sur les tenseurs du déviateur des contraintes et du déviateur des déforma-
tions.

Conclusion
les méthodes du type Neuber représentent des approximations avantageuses en terme de

temps de calcul. Les calculs éléments finis peuvent être réalisés avec un comportement élas-
tique, puis les données locales élastiques sont "corrigées" pour accéder aux grandeurs locales
élastoplastiques. Le facteur sur le gain de temps est largement supérieur à 2. Ces méthodes se-
ront utilisées par la suite pour intégrer le phénomène plastique au sein des méthodes spectrales.
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Chapitre 6 : Fatigue uniaxiale à grand et faible nombre de cycles dans le domaine
spectral : prise en compte de la plasticité

Introduction
Nous avons vu au cours des chapitres précédents qu’il était possible de réaliser un dimen-

sionnement en fatigue d’une structure vis-à-vis d’un processus stochastique. Les méthodes les
plus rapides sont les méthodes spectrales qui donnent directement le dommage moyen pour un
processus stochastique donné. Mais l’utilisation des méthodes spectrales n’est possible que sous
de nombreuses hypothèses qui sont représentées figure 6.1.

Figure 6.1 – Hypothèses nécessaires pour l’application des méthodes spectrales

Afin de pouvoir utiliser les résultats démontrés par Rice [1] dans le cas de vibrations aléa-
toires, il faut que la réponse de la structure soit un processus stochastique stationnaire, ergo-
dique, gaussien et de moyenne nulle. Pour que la réponse ait ces propriétés, l’excitation a ces
propriétés et la structure doit avoir un comportement linéaire tant d’un point de vue de la
dynamique que du matériau. Cela garantit en sortie de calcul éléments finis, en général, que la
réponse a les propriétés demandées. De plus, les lois de fatigue généralement utilisées ont un
domaine de validité limité au domaine polycyclique, soit entre 104 et 1010 cycles.

Il n’est pas rare de constater expérimentalement que la réponse d’un système à un processus
stochastique est souvent non-gaussienne. Ce constat est réalisé par de nombreux chercheurs et
concerne de nombreuses applications industrielles [2] [3] [4]. Les causes d’une réponse structurale
non-gaussienne peuvent être de deux origines. La première est que l’excitation elle-même n’est
pas gaussienne. Il faut garder à l’esprit qu’il est rare dans la nature d’avoir des processus stochas-
tiques stationnaires ergodiques gaussiens et de moyenne nulle, cette modélisation mathématique
est une idéalisation des processus stochastiques réels. Néanmoins des auteurs [5] [6] ont cherché
à mettre en place des méthodes de calcul à partir de processus stochastiques plus complexes.
La deuxième origine à une réponse non-gaussienne est due à des non-linéarités de la structure
étudiée. Ces non-linéarités peuvent être de plusieurs types et de sources diverses. Dans notre
cas, nous nous limiterons aux non-linéarités dues à un comportement élasto-plastique. La figure
6.2 représente le cadre de travail que l’on se propose d’adopter. Dans ce cas, l’excitation est un
processus stochastique stationnaire ergodique gaussien de moyenne nulle. En ce qui concerne la
structure, on considère qu’elle a une non-linéarité due à un comportement élasto-plastique. Cela
implique que la réponse de la structure est un processus stationnaire ergodique non-gaussien.

Dans la littérature, on trouve des méthodes pour le calcul en fatigue de processus stochas-
tique stationnaires, ergodiques et non-gaussiens. Elles font l’objet d’une étude dans ce chapitre.
Ces méthodes sont basées sur une transformation réversible du processus non-gaussien en pro-
cessus gaussien. Elles utilisent comme principaux paramètres le kurtosis et le skewness. Elles
peuvent utiliser ces paramètres car la donnée d’entrée n’est pas une DSP mais une réalisation
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temporelle du processus stochastique. Le principal avantage de ces méthodes est qu’elles per-
mettent l’étude de tous les processus stochastiques non-gaussiens.
Dans ce chapitre, nous mettons en avant les limitations des méthodes précédemment mention-
nées. Par la suite, nous mettrons en place une méthode de calcul en fatigue palliant à ces
défauts mais qui se limite uniquement à la non-linéarité matériau, due à un comportement
élasto-plastique.

Figure 6.2 – Hypothèses nécessaires pour le bon fonctionnement des méthodes spectrale

6.1 Méthodes de la littérature
6.1.1 Définition générale d’une transformation et application aux méthodes

spectrales
On entend par le terme transformation, une fonction inversible qui permet de passer d’une

variable non-gaussienne Z à une variable gaussienne X. Cette fonction est notée G(.).

Z(t) = G(X(t)) (6.1)

Par conséquence, on définit une fonction g(.) = G−1(.) qui permet de passer de X à Z. On a
X(t)=g(Z(t)).

Figure 6.3 – Processus de calcul combinant les méthodes spectrales aux transformations

L’application d’une telle transformation dans le processus des méthodes spectrales est don-
née en figure 6.3. On utilise la transformation G(.) pour rendre le processus gaussien. A partir du
signal X(t), on calcule une DSP qui remplit entièrement les hypothèses nécessaires aux calculs
des moments spectraux et à l’utilisation des fonctions de densité de probabilité (FDP). Cela
permet d’obtenir la distribution des cycles qui est ensuite utilisée afin d’obtenir la distribution
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des cycles associés au processus défini par Z(t). Par la suite, un simple cumul de dommage
permet d’avoir le dommage moyen associé à Z(t). Benascuitti dans [7](chapitre 8) et [8], montre
l’application de cette chaine de calcul à un cas réel.

Le problème n’est pas l’application de la transformation dans le processus des méthodes
spectrales mais les données d’entrée nécessaires pour réaliser le calcul de dommage. Car une
non-linéarité avec un phénomène d’hystérésis n’a pas le même impact sur les différentes gran-
deurs physiques telles que l’accélération, la vitesse ou le déplacement [9]. Dans le cas d’un
système à un degré de liberté avec un modèle de Dhal [9] qui peut représenter un comporte-
ment élasto-plastique, on s’aperçoit dans l’espace vitesse-déplacement que le modèle ne modifie
pas de la même façon les propriétés stochastiques de ces grandeurs. Cela implique que si on
utilise le processus décrit figure 6.3, le dommage moyen est fonction de la grandeur physique
sélectionné au début du calcul. Dans ce cas, le signal Z(t) doit être obligatoirement la repré-
sentation temporelle de la contrainte afin d’avoir le bon impact sur la transformation. Dans le
cas d’un comportement élasto-plastique, l’obtention d’un historique de la contrainte est expé-
rimentalement difficile (plus de relation simple entre déformations et contraintes) et très long
numériquement (Calcul temporel pas à pas (Runge-Kutta / Newton-Raphson) avec le com-
portement non-linéaire). Au final, le problème d’avoir une méthode de calcul rapide n’est pas
résolu car le problème est reporté en amont du calcul de dommage, dans le calcul de la réponse
temporelle. De plus, dans la littérature, la transformation est associée à une loi de fatigue qui
ne prend pas en compte le comportement élasto-plastique.

6.1.2 Transformations associées

On présente dans ce chapitre les quatre transformations les plus utilisées dans le domaine
de la fatigue.

Modèle de Sarkani

Ce modèle [10] définit une transformation construite à partir d’une fonction d’une loi de
puissance. La transformation G(.) est donnée en équation 6.2.

Z = G(X) = X + ι sgn(X)|X|n
L

(6.2)

Où sgn est la fonction signe (sgn(X) = 1 quand X > 0 et sgn(X) = −1 quand X < 0) et L est
un paramètre qui normalise la fonction tel que la variance des deux processus X(t) et Z(t) soit
la même (V arZ = V arX). L est donnée en équation 6.3.

L =

√√√√1 + ι
2(n+1)/2nΓ(n2 )V ar(n−1)/2

x√
π

+ ι2
22nΓ(n+ 1

2)V ar(n−1)
x√

π
(6.3)

Avec Γ qui représente la fonction Gamma. n et ι sont déterminés à partir du kurtosis du pro-
cessus Z(t).
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K = E[Z4]

V ar2
Z

= 1
L4V ar2

X

(E[X4] + 4ιE[|X|n+3] + 6ι2E[X2n+2] + 4ι3E[|X|3n+1] + ι4E[X4n])

E[|X|n] = (2V arX)n/2
√
πΓ(n+1

2 )
(6.4)

Cette méthode est mise en application dans [7](chapitre 7). On y voit la relation entre le terme
n et ι.

Modèle de Ochi et Ahn

Dans [11] [12], la transformation est choisie pour être une fonction exponentielle monotone
croissante. La transformation est ajustée sur les trois premiers moments du processus Z(t), soit
respectivement, la moyenne, la variance et le skewness.
La transformation g(.) ou G−1(.) est définie en équation 6.5.

X = g(Z) = 1
ζ a

(1− e−ζ aZ) (6.5)

Où X est la variable gaussienne avec mX et V arX respectivement la moyenne et la variance de
X(t) et Z la variable gaussienne avec mZ , V arZ et S respectivement la moyenne ,la variance et
le skewness de Z(t). Le paramètre a caractérise l’intensité de la non-linéarité. Le parametre ζ
est une constante, elle est donnée en équation 6.6.

ζ =
{

1.28 si Z ≥ 0
3 si Z < 0

(6.6)

Pour déterminer le paramètre a, il faut résoudre le système non-linéaire suivant :
a(m2

X + V ar2
X) +mX = κ1

V ar2
X + 2 a V ar4

X = κ2

2 a V ar4
X(3− 8 a2 V ar2

X) = κ3

(6.7)

Où κn représente les cumulants de la variable Z :
κ1 = 0
κ2 = V arZ

κ3 = V ar
3/2
Z S

(6.8)

Afin de déterminer la transformation G(.), il faut chercher la solution de l’équation 6.7. Il faut
trouver Z en fonction de X.

Modèle de Hermite

Ce modèle est basé sur la recherche des approximations polynomiales de Hermite pour dé-
finir la transformation G(.) et son inverse g(.). Il est calculé à partir des moments du processus
non-gaussien.
Le kurtosis et le skewness permettent de décrire le comportement non-gaussien du processus.
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Les modèles sont distingués selon que la distribution Z(t) est leptokurtique (K > 3) ou pla-
tikurtique (K < 3). Il est présenté ici, seulement la formulation pour le cas de distributions
leptokurtiques. Winterstein définit en 1985 [13] la transformation G(.) comme étant :

Z = mZ +
√
V arZ q [X0 + h̃3((X2

0 − 1) + h̃4((X3
0 − 3X0)] (6.9)

Dans l’équation 6.9, X0 est le processus gaussien normalisé (X0 = (X −mX)/
√
V arX). h̃3 et

h̃4 représentent les moments de Hermite qui sont définis à partir du kurtosis et du skewness de
Z(t). q est un facteur d’échelle qui assure la même variance au processus Z(t) et X(t). S, K,
mZ , V arZ représentent respectivement le skewness, le kurtosis, la moyenne et la variance du
processus Z(t).
Dans la première version du modèle (modèle au premier ordre), Winterstein définit ces para-
mètres comme étant :

h̃n = hn, h3 = S

6 , h4 = (K − 3)
24 , q = 1 (6.10)

Suite à plusieurs études [14], Winterstein introduit des paramètres au second ordre dans le mo-
dèle de Hermite. Les coefficients sont définis dans l’équation 6.11. Dans [15], Winterstein donne
des coefficients pour des ordres plus élevés.

h̃4 =
√

1 + 1.15(K − 3)− 1
18 , h̃3 = S

6(1 + 6h̃4)
, q = 1√

1 + 2h̃3
2 + 6h̃4

2 (6.11)

Afin de déterminer la transformation g(.) dans le cas d’une distribution leptokurtique, il faut
chercher la solution de l’équation 6.9. Il faut trouver X0 en fonction de Z. Cela est donné en
équation 6.12.

X0 = [
√
ξ2(Z) + η3 + ξ(Z)]

1
3 − [

√
ξ2(Z) + η3 − ξ(Z)]

1
3 − η1 (6.12)

Où

ξ(Z) = 1.5η2(η1 + Z −mZ√
V arZ

)− η3
1

η1 = h3
3h4

, η2 = 1
3h4

, η3 = (η2 − 1− η2
1)3

(6.13)

Modèle de Rychlik [16]

La définition de la transformation suppose que le processus gaussien soit normalisé. Rychlik
utilise le nombre moyen de franchissements par zero à pente positive, noté ν+

X(X) et défini en
chapitre 2. Dans le cas d’un processus non-gaussien Z(t), ν+

Z (Z) est obtenu par l’équation 6.14.

ν+
Z (Z) = ν+

X(g(X)) = exp(−g(X)2

2 ) (6.14)

Où g(.) est la transformation inverse de G(.). A noter que ν+
Z (Z) ne possède qu’un maximum

local Z0 = G(0). La fonction g(.) est définie dans l’équation 6.15.

X = g(Z) =


√
−2 ln((1/2π)ν+

Z (Z)) si Z ≥ Z0

−
√
−2 ln((1/2π)ν+

Z (Z)) si Z < Z0
(6.15)
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Si on pouvait connaitre ν+
Z (Z), on pourrait déterminer la fonction g(.) mais ν+

Z (Z) est analy-
tiquement non déterminable ; toutefois on peut l’estimer empiriquement à partir de Z(t). La
démarche est illustrée dans [17].

Application des modèles

La figure 6.4 est l’illustration des quatre méthodes précédentes dans le cas d’un signal non-
gaussien avec un distribution leptokurtique où le kurtosis est de 5 et le skewness est de 0.5.
Dans ce cas, le signal non-gaussien a mZ = 0 et V arZ = 1. Les transformations ont les mêmes
tendances pour les valeurs positives de la distribution. A Contrario, pour les valeurs négatives
de la distribution, on s’aperçoit de divergences qui sont dues à la définition des transformations
pour les valeurs négatives. Cela dépend si la transformation est de puissance paire ou impaire.

Figure 6.4 – Illustration des quatre transformations étudiées pour le cas où Z(t) a MOYZ = 0,
V arZ = 1, S=0.5 et K=5

6.2 Proposition d’une nouvelle méthode

Comme nous avons pu le constater précédemment une non-linéarité due à un comportement
élasto-plastique implique deux problèmes. Le premier est que le processus est non-gaussien et la
théorie de Rice ne peut donc plus s’appliquer. Le deuxième est d’avoir une loi de fatigue au sein
des méthodes spectrales qui prenne en compte le comportement élasto-plastique du matériau.
Cela afin de disposer d’une méthode rapide et robuste comme le sont les méthodes spectrales
actuelles. Ces deux problèmes peuvent-être résolus en utilisant comme loi de fatigue, la loi de
Manson-Coffin-Basquin et comme élément de correction sur la distribution des cycles, la règle
de Neuber associée à la formulation de Ramberg-Osgood pour la loi de comportement élasto-
plastique.
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6.2.1 Prise en compte de la plasticité dans la loi de Fatigue

On se propose d’utiliser comme loi de fatigue au sein des méthodes spectrales, la loi de
Manson-Coffin-Basquin [18] [19]. Celle-ci a deux atouts, elle prend en compte le comportement
élasto-plastique du matériau et elle permet de décrit le comportement du matériau à la fatigue
du domaine oligocyclique au domaine polycyclique. La loi est régie par 4 paramètres :b, c, σf
et εf . Elle est définie en équation 6.16.

ε = εe + εp = σf
E (2N)b + εf (2N)c (6.16)

On définit f comme étant la fonction liant ε à N telle que ε = f(N). Cette fonction est
gouvernée par deux tendances, à faible nombre de cycles, c’est le comportement plastique qui
prédomine, à grand nombre de cycles, c’est la déformation élastique qui est prépondérante. Cela
est illustré en figure 6.5.

Figure 6.5 – Representation de la loi de Manson-Coffin-Basquin avec l’influence de la défor-
mation plastique et de la déformation élastique

Cette loi peut être facilement implémentée dans le processus des méthodes spectrales. Néan-
moins, il faut avoir une distribution des cycles en fonction des déformations et non plus en
fonction des contraintes. Dans le cas linéaire, on peut utiliser la loi de Hooke [20], en revanche
dans le cas élasto-plastique, le postulat de Neuber permet d’avoir accès à cette grandeur.
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6.2.2 Correction des déformations dans le domaine spectral avec la méthode
de Neuber

Le principe est de garder un calcul de DSP de contrainte avec une formulation du compor-
tement matériaux linéaire. Cela permet de calculer sans réserve les moments spectraux et les
paramètres afférants au processus. La correction due au comportement non-linéaire du maté-
riau n’est plus apportée en amont des méthodes spectrales, dans le calcul éléments finis, mais
au sein même de ces méthodes. La correction est basée sur le principe de la règle de Neuber
vue chapitre 5. Le postulat de Neuber applique à l’origine cette correction sur un historique
temporel de la contrainte. Il est proposé dans le cas des méthodes spectrales d’appliquer le règle
de Neuber sur la distribution des cycles de contrainte. Effectivement, dans le processus des mé-
thodes spectrales, la distribution des cycles est la représentation de l’historique des contraintes.
Le principe est illustré en figure 6.6.

σe2

 

 

Postulat 

de Neuber 

(σe1, σe2, σe3, σei, σe5) 

(εr1, εr2, εr3, εri, εr5) 

εr3 εri 

A3 
A5 

Nombre de cycles 

ε εr5 εr2 

A1 

A2 

Ai 

Distribution avec un com-

portement non -linéaire 

εr1 

Distribution linéaire  

σe3 σei 

A3 
A5 

Nombre de cycles 

σ σe5 

Distribution  élasto-plastique 

A1 

A2 

Ai 

Distribution avec un 

comportement linéaire 

σe1 

Figure 6.6 – Postulat de Neuber appliqué à une distribution de l’amplitude des cycles (principe)

Afin d’effectuer la correction, on discrétise la distribution des cycles en x classes de largeur
dx et d’effectifs n ; ce qui est également utilisé dans les logiciels du commerce de post-traitement
en fatigue, car ils représentent la distribution des cycles par un histogramme. Chaque classe à
une valeur moyenne qui est utilisée pour faire la correction.
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La correction est illustrée figure 6.7 et les équations utilisées sont données en équation 6.17.
Pour cela, on associe le postulat de Neuber [21], la loi de Hooke et la loi de Ramberg-Osgood
[22].

εri


εriσri = Eσeiσei

εri = σri
E + (σri

k′
)1/n′

(6.17)

La reconstruction de la distribution fait appel au postulat suivant, que nous proposons.

- L’aire de chaque classe Ai est la même avant et après correction.

Ce postulat est appelé H2 et fait l’objet d’une validation dans la suite du chapitre. La
première conséquence est que le nombre de cycles pour une période T reste inchangé vis-à-vis
d’une non-linéarité élasto-plastique. Cela implique que seule l’amplitude va être affectée par ce
type de non-linéarité (hypothèse : adoucissement ou durcissement du matériau n’impacte pas
la fréquence). La deuxième conséquence de ce postulat est due au fait que la largeur des classes
n’est plus constant après correction, il faut donc ré-échantillonner l’effectif associé à chaque
classe. Il est déterminé comme étant nri = nei

dei
dri

avec dri = 0.5(εei+1 + εei−1) qui nous garantit
que Ai est le même sur les deux distributions.

Figure 6.7 – Principe du postulat de Neuber pour l’amplitude d’une contrainte d’une classe i

Ce principe permet d’avoir une méthode de calcul du dommage moyen en fatigue associé
dans un processus stochastique pour le cas d’un comportement élasto-plastique. La méthode
est rapide et le problème n’est pas reporté en amont ou en aval de la chaine de calcul du
dommage moyen. La donnée d’entrée est toujours une DSP de contrainte obtenue à partir d’un
calcul de structure linéaire élastique. Les paramètres additionnels sont k′, n′ pour la loi de
Rambert-Osgood et b, c, σf , εf pour la loi de Manson-coffin-basquin. La chaine de calcul avec
les modifications proposées est donnée en figure 6.8.
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Figure 6.8 – Proposition d’un nouveau processus de calcul avec des méthodes spectrales

6.3 Validation Numérique

6.3.1 Simulation à partir de DSP

Nous nous proposons de comparer la méthode précédente avec et sans l’hypothèse H2 par
rapport à des simulations de Monte-Carlo ainsi que la transformation du modèle de Hermite.
Dans le cas élasto-plastique, la distribution des cycles de contrainte est leptokurtique ; le modèle
de Hermite nous donne une formulation dans ce cas facilement implementable. Nous disposons
dans ce cas de la transformation directe et de son inverse.

Définition du plan d’expérience

Les principaux paramètres du plan d’expérience sont les DSP de contraintes ainsi que les
propriétés du matériau. Les propriétés du matériau dans le cas présent sont celles de l’acier
30NiCrMo8. Il est également utilisé dans la suite de l’étude pour réaliser les essais. les principales
propriétés de cet acier sont données dans la table 6.1.
La table 6.2 donne les propriétés expérimentales en fatigue de l’acier 30NiCrMo8 ; elles sont
données pour l’équation de Basquin et la loi de Manson-Coffin-Basquin. A l’origine, la pente k
de la droite de Basquin est de 12.03. Elle a été réajustée sur le paramètre b (1/0.085) de la loi de
Manson-Coffin-Basquin afin d’éviter les dispersions dues à des pentes de fatigue différentes. Le
but de l’étude est de comparer les différentes méthodes vis-à-vis du phénomène élasto-plastique.

Module
Young

Coefficient
de Poisson

limite
d’élasticité

limite à
rupture

exposant
d’écrouissage

coefficient
de résistance
plastique

195 GPa 0.33 945 MPa 1135 MPa 0.089 1410 MPa

Table 6.1 – Propriétés de l’acier 30NiCrMo8
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Paramètres σ-N Paramètres ε-N
k C b c εf σf (MPa)

11.764 3.659*10e36 -0.085 -0.752 1.741 1750.0

Table 6.2 – Propriétés de fatigue de l’acier 30NiCrMo8

Pour le choix des DSP de contrainte, on a sélectionné trois gabarit de DSP qu’il est courant
de rencontrer dans l’industrie mécanique. Ces DSP sont décrites en Figure 6.9 et en Table 6.3.

(a) DSP passe-bande (b) DSP 1DDL

(c) DSP 2DDL

Figure 6.9 – Les différentes DSP choisies pour le plan d’expérience

Parmi les trois DSP sélectionnées, il y a la DSP d’une réponse d’un système à un degré de
liberté (Figure 7.3(a)), La DSP d’une réponse d’un système à deux degrés de liberté (7.3(b))
et une DSP du type passe-bande (Figure 6.9(a)). Ces DSP sont définies par 3 paramètres. La
Valeur RMS qui définit l’intensité de chaque DSP, en fonction de celle-ci, le phénomène élasto-
plastique aura plus au moins d’impact sur l’estimation de la durée de vie. Le paramètre α défini
dans le cas de la DSP passe-bande, la largeur de la bande et dans le cas de la DSP 2DDL, la
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distance entre les fréquences propres. Le paramètre Xi définit dans tous les cas l’amortissement
du mode. Les valeurs des différents paramètres ont été choisies pour la valeur RMS en fonction
des limites du matériau et pour les deux autres paramètres, en fonction de ce qu’il est commun
de trouver pour un système mécanique et dans la littérature. Il y a au total 36 jeux de paramètres
par type de DSP soit un total de 108 jeux de paramètres à tester.

PSD type RMS α Xi nombre de jeux de paramètre
120 0.05
140 0.20

Passe-bande 180 0.60 36 jeux de paramètre
200 1.00
220 1.40
240 1.80
120 0.0010
140 0.0025

1 DDL 180 0.0050 36 jeux de paramètre
200 0.0075
220 0.0100
240 0.0200
120 0.05 0.0050
140 0.50 0.0100

2 DDL 180 1.00 36 jeux de paramètre
200
220
240

Table 6.3 – Définition des différents paramètres de l’ensemble des DSP ( Total du nombre de
jeux de paramètres : 108)

Présentation des chaines de calcul

Les simulations de Monte-Carlo sont dans notre cas, la méthode de référence car elle font
appel à des méthodes temporelles de calcul en fatigue qui ont démontré leurs robustesse. Il est
décrit en bleu sur la figure 6.10, la chaine de calcul pour les simulation de Monte-Carlo. La don-
née d’entrée est la DSP des contraintes. A partir de cette DSP, il est généré un signal temporel
qui a une durée de 1802 secondes dans notre cas (cf chapitre 4). Par la suite, la non-linéarité est
introduite dans ce signal temporel. Enfin l’analyse en fatigue est effectuée afin de déterminer
la durée de vie associée à ce signal temporel. L’opération est répété 2000 fois afin d’extraire
le dommage moyen par unité de temps E[DSMC ] = E[DT ]/T du processus stochastique qui a
pour caractéristique la DSP. Il faut 2 jours de calcul CPU par jeu de paramètres sur un PC
double coeur avec 4 Go de RAM. Soit un temps total pour le plan d’expérience de 192 jours.
Les calculs ont été réalisés sur plusieurs PC en parallèle pour diminuer le temps total de calcul,
qui a été ramené à 16 jours.

La figure 6.10 illustre également les chaines de calcul pour les autres méthodes testées. En
vert, la chaine de calcul pour le modèle de Hermite associé aux méthodes spectrales. En rouge, la
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chaine de calcul pour les méthodes spectrales classiques (MSC) et pour les méthodes spectrales
modifiées (MSM). Chaque méthode nous donne accès au dommage moyen par unité de temps.
Comme pour le chapitre 4, on définit la durée de vie comme étant Tf=1/E[D].

Figure 6.10 – Diagramme d’ensemble des différentes chaines de calcul selon les méthodes

Résultats et observations

Au cours des calculs, plusieurs types de résultats ont été enregistrés. Il y a tout d’abord les
distributions des cycles obtenus à partir des différentes méthodes. Ensuite, le dommage cumulé
associé à ces distributions. Et enfin, le dommage moyen et la durée de vie moyenne engendrée
par les différentes DSP et méthodes. Dans le cas des SMC, il y a aussi les durées de vie et le
dommage de tous les tirages temporels effectués lors des simulations. Cela permet d’avoir accès
à la dispersion du dommage et de la durée de vie en fatigue et au processus stochastique.

Pour les figures 6.11 à 6.14, la limite en abscisse est la valeur Rm du matériau soit 1135
MPa. Les figures 6.11(a), 6.12(a), 6.13(a) et 6.14(a) sont la distribution de cycle des différentes
méthodes pour la DSP passe bande avec le paramètre α à 0.05 ou 1.4 et pour deux valeurs RMS
distinctes, 140 MPa ou 240 MPa. L’ensemble des distributions de cycle pour des méthodes
spectrales est donné pour une densité de probabilité de Dirlik. La distribution de cycle des
SMC est la moyenne de l’ensemble des distributions des cycles des tirages effectués.
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(a) (b)

Figure 6.11 – Distribution des cycles et du dommage cumulé pour les différents processus de
calcul dans le cas de la DSP passe-bande avec RMS=140 MPa ,α = 0.05 et la FDP de Dirlik

(a) (b)

Figure 6.12 – Distribution des cycles et du dommage cumulé pour les différents processus de
calcul dans le cas de la DSP passe-bande avec RMS=140 MPa ,α = 1.4 et la FPD de Dirlik

Dans le cas de la Figure 6.11(a) et 6.12(a), la valeur RMS est à 140 MPa. Les distributions
ont les mêmes tendances quelle que soit la valeur de la contrainte en abscisse. Mais si, la méthode
spectrale classique diverge légèrement au-delà de 750 MPa, cela n’a pas d’importance, car le
nombre de cycles est très faible et n’impacte plus le dommage comme on peut le constater
sur la figure 6.11(b) ou 6.12(b). On constate sur les figures 6.11(b) et 6.12(b) que le dommage
cumulé tend vers une limite et qu’il a déjà atteint cette limite avant la valeur de contrainte de
750 MPa. La méthode spectrale classique donne les mêmes résultats que celles des SMC car le
comportement matériaux est globalement linéaire qui est l’une des hypothèses de travail de ces
méthodes.

95



Chapitre 6 : Fatigue uniaxiale à grand et faible nombre de cycles dans le domaine
spectral : prise en compte de la plasticité

(a) (b)

Figure 6.13 – Distribution des cycles et du dommage cumulé pour les différents processus de
calcul dans le cas de la DSP passe-bande avec RMS=240 MPa ,α = 0.05 et la FPD de Dirlik

(a) (b)

Figure 6.14 – Distribution des cycles et du dommage cumulé pour les différents processus de
calcul dans le cas de la DSP passe-bande avec RMS=240 MPa ,α = 1.4 et la FPD de Dirlik

Les figures 6.13(a) et 6.14(a) sont données pour une valeur RMS de 240 MPa qui met en
évidence la divergence entre la méthode spectrale classique et les SMC. Et dans ce cas, cela à
un fort impact sur le dommage comme on peut le voir sur les figures 6.13(b) et 6.14(b), quel
que soit le paramètre alpha.
Les figures 6.13(b) et 6.14(b) montrent que le dommage cumulé pour la méthode spectrale di-
verge et n’a toujours pas atteint sa limite même à Rm. On peut voir ici, l’impact du phénomène
de plasticité sur la méthode spectrale classique. Les hypothèses de travail n’étant pas toutes
respectées, la méthode spectrale classique surestimes le dommage car les nombres de cycles
sont surestimé ainsi que la contrainte par la courbe σ-N. Pour donner un ordre d’idée, l’erreur
relative sur le dommage entre la méthode spectrale classique et les SMC pour l’ensemble des
paramètres α avec une valeur RMS de 240 est de 90%.
En ce qui concerne la méthode spectrale modifiée, on s’aperçoit que sa distribution de cycle et
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son dommage cumulé corrèle avec celles des SMC quel que soit la valeur de RMS et le para-
mètre α. Pour la méthode spectrale modifiée sans l’hypothèse H2, la distribution de cycle a les
mêmes tendances que celle des SMC mais avec un écart quasi-constant dans la zone plastique
(<650 MPa (courbe d’écrouissage cyclique)) et notamment pour les valeurs de RMS élevées.
Ces observations sont vraies quel que soit la FDP et/ou le paramètre α sélectionné.

Les figures 6.15 à 6.17 donnent une vision plus large des résultats. Elles donnent les durées
de vie moyenne (Tf en s) pour chaque DSP sur l’ensemble de leurs paramètres. Les résultats
sont donnés avec une fonction de densité de probabilité des cycles de Tovo & Benascuitti ou
Lalanne.

Figure 6.15 – Comparaison des durées de vie (Tf) pour l’ensemble des paramètres de la DSP
passe-bande avec la FDP de Lalanne.

La figure 6.15 illustre les résultats pour la DSP passe-bande. Les axes x et y représentent
respectivement la valeur RMS et α. On s’aperçoit que le paramètre α n’a pas d’influence sur
la non-linéarité. Seule la valeur RMS influe sur les résultats de durée de vie. Il n’y a pas de
couplage de ces paramètres.
La méthode spectrale modifiée corrèle avec les résultats obtenus avec les SMC pour ce type de
DSP. La méthode spectrale classique ainsi que le modèle de Hermite divergent quand la valeur
RMS augmente soit quand la non-linéarité augmente.
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Figure 6.16 – Comparaison des durées de vie (Tf) pour l’ensemble des paramètres de la DSP
1DDL avec la FDP de Lalanne.

La figure 6.16 illustre les résultats pour la DSP 1 DDL. Les axes x et y représentent respec-
tivement la valeur RMS et Xi (l’amortissement). Au contraire de la figure 6.16, on voit ici un
couplage des deux paramètres, la non-linéarité n’est plus seulement impactée par la valeur RMS.
On s’aperçoit que plus l’amortissement est faible, moins la non-linéarité a d’impact même pour
les valeurs de RMS élevées. Un amortissement faible sur la DSP représente un DSP à bande
très étroite.
Sur la figure 6.16, la méthode spectrale classique et le modèle de Hermite diverge quand la
valeur RMS et l’amortissement augmente. La méthode spectrale modifiée donne les meilleures
corrélations avec les SMC. La méthode spectrale modifiée sans l’hypothèse H2 donne les mêmes
tendances que les SMC mais avec un offset constant dans les résultats.

Enfin, sur la figure 6.17, on présente les résultats pour la DSP 2 DDL. Les axes x et y
représentent respectivement la valeur RMS et le paramètre α. La figure 6.17(a) représente les
résultats obtenus pour un amortissement de 0.005 et la La figure 6.17(a) représente les résultats
obtenus pour un amortissement de 0.01. On constate que la méthode proposée surestime la
durée de vie notamment quand α=1 et RMS=240 MPa, mais cela comme nous l’avons vu au
chapitre 4 dépend de la définition de la FDP sélectionnée. Celle de Tovo & Benascuitti, dans
ce cas présent n’est pas la FDP la plus adaptée à cette DSP avec ces jeux de paramètres. La
modification proposée ici peut être aussi appliquée aux méthodes développées pour les DSP
bimodales.
Pour la méthode spectrale classique et le modèle de Hermite ont peut faire les mêmes observa-
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tions que pour les DSP passe-bande et DSP 1DDL.
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Figure 6.17 – Comparaison des durées de vie (Tf) pour l’ensemble des paramètres de la DSP
2DDL avec la FDP de Tovo & Benascuitti.

Afin de connaitre l’impact de la modification proposée sur l’ensemble des différentes mé-
thodes spectrales testées, il est représenté sur la figure 6.18 l’ensemble des résultats de durée
de vie pour tous les jeux de paramètres testés. Seules les fonctions de densités de probabilité
changent sur le graphe. On s’aperçoit que la majorité des résultats obtenus avec les différentes
FDP est conservatif par rapport à la fatigue. Néanmoins pour la FDP de Tovo & Benascuitti,
il y a un certain nombre de points en-dessous de la médiane, ce qui signifie que la durée de vie
trouvée est supérieure à celle trouvée avec les SMC. Ces points correspondent majoritairement
à des jeux de paramètres de la DSP 2DDL.
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Figure 6.18 – Comparaison des différentes FDP testées sur l’ensemble des paramètres avec la
méthode proposée

Figure 6.19 – Représentation de l’erreur relative en fonction de la valeur RMS pour les mé-
thodes de calcul avec un processus non-gaussien et cela pour la FDP de Tovo & Benascuitti
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La Figure 6.19 représente l’erreur relative vis-à-vis des simulations de Monte-Carlo. Elle est
calculée pour la méthode de Hermite, la méthode spectrale modifiée et la méthode spectrale
modifiée sans l’hypothèse H2. Elle est définie dans l’équation 6.18.

Erreur relative(%) = |E[Dmethode]− E[DSMC ]|
E[DSMC ] 100 (6.18)

Ce graphe permet de constater que l’erreur relative avec la méthode proposée est globalement
constante quelle que soit la valeur RMS, elle est voisine de 20%. Alors que les autres méthodes
montrent une augmentation de la valeur relative quand la valeur RMS augmente. De plus pour
la méthode de Hermite, pour des valeurs RMS supérieures à 220 MPa, l’erreur relative est
supérieure à 80%. Malgré que ce graphe donne de bonnes tendances, il n’est pas représentatif
de l’écart entre les méthodes.

Figure 6.20 – Représentation du rapport entre les SMC et les méthodes étudiées avec une FDP
de Tovo & Benascuitti

La figure 6.20 fait apparaitre un meilleur indicateur sur la performance de chaque méthode
étudiée. Elle représente le rapport de durée de vie (Tf SMC/Tf méthode étudiée) en fonction de
la valeur RMS. Si la méthode est performante et robuste, le rapport tend vers 1 quelle que soit
la valeur RMS. Dans notre cas, pour la méthode proposée, le rapport est globalement compris
entre 1 et 1.5 sauf pour 2 valeurs qui sont inférieures à 1. Ces valeurs correspondent à des jeux
de paramètres de la DSP 2DDL.
La figure 6.21 montre cet indicateur mais seulement avec la méthode proposée, cela permet de
mieux apprécier les écarts en fonction des valeurs RMS. On constate que le rapport entre SMC
et la méthode proposé est compris dans l’intervalle [0.6 ;1.6].
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Figure 6.21 – Représentation du rapport entre les SMC et la méthodes proposé avec une FDP
de Tovo & Benascuitti

Figure 6.22 – Représentation de l’erreur relative en fonction de la valeur de γ pour une FDP
Narrow-band

Afin de vérifier s’il y a un impact du paramètre γ sur les méthodes, on représente sur la figure
6.22, l’erreur relative en fonction de la valeur γ. Pour le plan d’expérience étudié, γ varie de
0,6 à 1. Le graphe permet de constater qu’il n’y a pas d’influence du γ sur les méthodes étudiées.
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Conclusion
Au vu des résultats du plan d’expérience numérique réalisé, la méthode proposée avec l’hypo-

thèse H2 rend mieux compte du phénomène élasto-plastique que les autres démarches de calcul
présentées. C’est la méthode qui donne le moins d’erreur relative sur l’ensemble des DSP tes-
tées. De plus, cette méthode est rapide car la donnée d’entrée est toujours un DSP de contrainte
obtenue avec un comportement linéaire.
Vis-à-vis des résultats, la méthode est robuste et précise, cependant, il est nécessaire de la tester
par rapport à des essais réels avec un comportement élasto-plastique pour valider le choix de
la méthode de Neuber au sein des méthodes spectrales. La méthode proposée donne les mêmes
résultats que les méthodes spectrales classiques quand le comportement est linéaire. Nous avons
bien étendu le champ d’utilisation des méthodes spectrales, cela grâce à la loi de Manson-Coffin-
Basquin et la correction de Neuber.
En ce qui concerne les méthodes du type Hermite, l’introduction de la loi de Manson-Coffin-
Basquin dans la chaine de calcul pourrait être une piste d’amélioration, néanmoins le passage
de la contrainte à la déformation reste à faire. De plus, la problématique du temps de calcul
pour l’obtention de la donnée d’entrée reste entière.
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Chapitre 7 : Fatigue multiaxiale à grand et faible nombre de cycles dans le
domaine spectral : prise en compte de la plasticité

Introduction
Nous avons vu jusqu’ici qu’il était possible de calculer le dommage moyen associé à un

processus non-gaussien, uniaxial, dans le cas d’un comportement élasto-plastique. Nous avons
montré que la méthode proposée résout les problèmes rencontrés par les méthodes existantes par
rapport à une non-linéarité due à un comportement élasto-plastique. De plus, cette méthode est
robuste et rapide par rapport aux méthodes existantes pour traiter les processus non-gaussiens.

Néanmoins, les pièces et les structures sont le plus souvent soumises à des états multiaxiaux
de contraintes et/ou de déformations, contrairement à ce que l’on a vu jusqu’ici. De plus,
dans le cas de plusieurs sources d’excitations selon différentes directions, l’état de contraintes
risque d’être à la fois multiaxial et non-proportionnel. La proportionnalité dans le cas d’un état
multiaxial caractérise le déphasage entre les composantes principales. Par exemple, un triangle
de suspension va avoir plusieurs sources d’excitation : la vibration de la route transmise par la
roue, la réaction de l’amortisseur ainsi que la réponse du châssis. Dans ce cas, les sollicitations
sont généralement déphasées, ce qui crée sur le triangle des contraintes ou déformations non-
proportionnelles.

De nombreux critères à seuil en fatigue multiaxiale ont été développés. Ces critères per-
mettent un dimensionnement à la fatigue des structures à la limite d’endurance du matériau
(domaine polycyclique illimité). Parmi les nombreux ouvrages référençant les critères, nous ci-
terons la thèse de Weber [1] qui réalise une synthèse des critères existants. On distingue les ap-
proches macroscopiques comme de critère de Crossland et les approches mésoscopiques comme
le critère de Dang Van [2] [3]. D’autres chercheurs [4] [5] [6] ont développé des méthodes de
prévision de durée de vie pour le domaine polycyclique ainsi que pour des états de contraintes
non-proportionnelles.
Une bibliographie synthétique est proposée en Annexe C. Elle présente en détail notamment la
méthode de calcul temporelle qui servira de point de comparaison dans le plan d’expériences de
ce chapitre.

Dans notre cas, il n’est pas question de développer une nouvelle approche ou méthode de
calcul pour la fatigue multiaxiale mais plutôt de trouver comment étendre les travaux réalisés
dans un état uniaxial à un état multiaxial. La réponse réside dans les travaux réalisés par Preu-
mont et Pitoiset [7] [5] qui donnent la définition d’une DSP équivalente au sens de Von Mises.
Sur la base de leurs travaux, nous proposons une formulation exclusivement en déformation
équivalente.

7.1 Modélisation du processus de calcul dans un état de contraintes
multiaxiales

On présente deux approches, la première reprend les travaux de Pitoiset et les combine avec
la méthode proposée dans le chapitre 6. La deuxième est basée sur la définition du critère de Von
Mises en déformation. Cela nous amène à définir la DSP équivalente et a expliciter le passage
d’une distribution des cycles de déformation obtenue de façon linéaire à une distribution des
cycles de déformation pour un comportement élasto-plastique.
Les développements seront donnés pour un état de contraintes planes. Majoritairement, l’amorce
de fissure se situe sur une surface libre de la structure. On considère σzz,σxz et σyz comme nulles
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(~z est la normale à la surface libre).

7.1.1 Formulation en contraintes
Tout d’abord, on présente le calcul pratique du tenseur des DSP de contraintes. Dans le

cas d’une structure soumise à k excitations, le tenseur des DSP d’excitation est de taille k x k.
Chaque composante est dépendante de la fréquence.

Φe(f) =

Φ11(f) · · · Φ1k(f)
... . . . ...

Φ∗k1(f) · · · Φkk(f)


Où Φ∗k1(f) est le complexe conjugué de Φ1k(f). Cela permet de calculer le tenseur des DSP de
contrainte qui est de taille 6 x 6 dans le cas général et de taille 3 x 3 dans le cas d’un état de
contraintes plan.

Φσσ(f) = FRF ∗σ (f) Φe(f) FRF Tσ (f) (7.1)

Où FRF Tσ (f) est la transposée de la matrice des fonctions de réponses en fréquence de chaque
composante et excitation, soit un tenseur de taille k x 6 dans le cas général et k x 3 dans le cas
étudié. FRF ∗σ (f) est le tenseur des complexes conjugués de la matrice des fonctions de réponses
en fréquence.
Pour synthétiser, le calcul tensoriel dans le cas d’une seule source d’excitation et un état de
contraintes plan est donné par : Φσxσx(f) Φσxσy(f) Φσxσxy(f)

Φ∗σyσx(f) Φσyσy(f) Φσxσx(f)
Φ∗σxyσx(f) Φ∗σxyσy(f) Φσxyσxy(f)

 =

FRF
∗
σx(f)

FRF ∗σy(f)
FRF ∗σxy(f)

 [
Φe(f)

] [
FRFσx(f) FRFσy(f) FRFσxy(f)

]

Preumont et Piefort sont les premiers à avoir travaillé sur la définition d’une DSP équivalente
au sens de Von Mises à partir de tenseur des DSP des contraintes Φσσ(f). Le principe de cette
méthode est de trouver une contrainte équivalente uniaxiale au sens de Von Mises à une sollici-
tation multiaxiale. Elle a pour but, après l’obtention de cette contrainte équivalente, d’estimer
le dommage grâce aux méthodes vues au chapitre 4 pour les sollicitations uniaxiales.
L’équation 7.2 donne la définition de la contrainte de Von Mises dans le domaine temporel dans
le cas d’un état de contraintes plan.

σ2
VM (t) = 3

2Σij(t)Σij(t) = σ2
xx(t) + σ2

yy(t)− σxx(t)σyy(t) + 3σ2
xy(t) (7.2)

Où Σij(t) sont les composantes du tenseur déviateur des contraintes calculées à partir du ten-
seur des contraintes σ(t) = [σxx(t), σyy(t), σxy(t)].
Preumont et Pitoiset [8] [7] remarquent que la nature quadratique de la contrainte σVM (t) dé-
finie dans le domaine temporel pose plusieurs problèmes :

- la contrainte de Von Mises n’est pas gaussienne, ni de moyenne nulle, même si toutes les
composantes du tenseurs des contraintes sont gaussiennes et de moyenne nulle.

- Le contenu fréquentiel de σVM (t) n’est pas cohérent avec celui des composantes du ten-
seur des contraintes. En d’autres termes, les DSP des composantes du tenseur des contraintes
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présentent un pic à chaque fréquence fi, alors que la DSP de σVM (t) définie par l’équation 7.2
ne fait pas apparaître de pic à chaque fréquence fi.

Ils proposent, pour contourner ces différents problèmes, de considérer l’équation 7.2 au sens
de son carré moyen et en transformant ce processus aléatoire dans le domaine fréquentiel.
L’équation 7.2 est une fonction de σ(t) et peut s’écrire comme dans l’équation 7.3 .

σ2
VM = σTQσ = Trace(Q[σσT ]) (7.3)

Où Q est une matrice constante définie comme suit :

Q =

 1 −1/2 0
−1/2 1 0

0 0 3


Cette contrainte de Von Mises est un processus aléatoire gaussien dont l’espérance mathématique
E[.] est donnée par la relation

E[σ2
VM ] = Trace(QE[σσT ]) (7.4)

Où E[σσT ] est une matrice de covariance du vecteur des contraintes. Cette matrice de covariance
s’obtient en intégrant la matrice des densités spectrales de puissance du vecteur des contraintes
comme suit :

E[σσT ] =
∫ +∞

−∞
Φσ(f)df (7.5)

Par définition, il existe aussi une relation entre la moyenne quadratique E[σ2
VM ] et la DSP de

la contrainte équivalente de Von Mises :

E[σ2
VM ] =

∫ +∞

−∞
ΦVM (f)df (7.6)

En combinant les équations 7.5 et 7.6, on obtient l’équation 7.7.∫ +∞

−∞
ΦVM (f)df =

∫ +∞

−∞
Trace(QΦσ(f))df (7.7)

Cette relation intégrale est exacte et ne nécessite pas d’hypothèse. Elle définit la contrainte
équivalente de Von Mises comme en équation 7.8 .

ΦVM (f) = Trace(QΦσ(f)) =
∑
i,j

QijΦσiσj (f) (7.8)

Premont et Pitoiset appellent ce processus scalaire gaussien : ’contrainte équivalente de Von
Mises’. Pour notre cas la DSP équivalente de Von Mises est définie en équation 7.9.

ΦVM (f) = Φσ2
x(f) + Φσ2

y(f)−Re(Φσxσy(f)) + 3Φσ2
xy(f) (7.9)

Des améliorations à la définition de ce processus ont été apportées notamment dans le cas
d’excitations multiples [9] [10].
Une fois la DSP équivalente uniaxiale calculée, la chaine de calcul est exactement la même que
celle proposée en chapitre 6. La figure 7.1 montre le processus de calcul en fatigue dans le cas
d’un état multiaxial et d’un comportement élasto-plastique.
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Figure 7.1 – Chaine de calcul en fatigue multiaxiale formulée en contraintes dans le cas d’un
comportement élasto-plastique

7.1.2 Formulation en déformation
Pour l’approche en déformation, l’état de déformations est triaxial dans le cas d’un état de

contraintes plan. Par exemple dans le cas d’une poutre en traction simple, il y a seulement une
contrainte dans la direction de traction mais des déformations dans les trois directions. Dans ce
cas, Φεε(f) est de taille 6 x 6 et FRFε(f) qui représente le tenseur des fonctions de réponses en
frequence des déformations est de taille 1 x 6. La définition de Φεε(f) est donnée dans l’équation
7.10.

Φεε(f) = FRF ∗ε (f) Φe(f) FRF Tε (f) (7.10)

L’équation 7.11 donne la définition de la déformation de Von Mises dans le domaine temporel
[11] dans le cas d’un état plan de contrainte.

ε2
VM (t) = 2

3Υij(t)Υij(t)

ε2
VM (t) = 4

9(ε2
xx(t) + ε2

yy(t) + ε2
zz(t)− εx(t)εy(t)− εx(t)εz(t)− εy(t)εz(t)) + 4

3ε
2
xy(t)

(7.11)

Où Υij(t) sont les composantes du tenseur déviateur des déformations calculées à partir du
tenseur des déformations ε(t) = [εxx(t), εyy(t), εzz(t), εxy(t), εxz(t), εyz(t)] où les composantes
εxz(t) et εyz(t) sont nulles (surface libre de normale ~z).
On peut faire la même remarque que dans le cas de la formulation en contrainte, la nature qua-
dratique de la déformation εVM (t) définie dans le domaine temporel pose plusieurs problèmes :
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- la déformation de Von Mises n’est pas gaussienne, ni de moyenne nulle, même si toutes les
composantes du tenseurs des déformations sont gaussiennes et de moyenne nulle.

- Le contenu fréquentiel de εVM (t) n’est pas cohérent avec celui des composantes du tenseur
des déformations. En d’autres termes, les DSP des composantes du tenseur des déformations
présentent un pic à chaque fréquence fi, alors que la DSP de εVM (t) définie par l’équation 7.2
ne fait pas apparaître de pic à chaque fréquence fi.

Ces problèmes peuvent être contournés en considérant l’équation 7.11 au sens de son carré
moyen et en transformant ce processus aléatoire dans le domaine fréquentiel. L’équation 7.11
est une fonction de ε(t) et peut s’écrire comme dans l’équation 7.12 .

ε2
VM = εT Qε ε = Trace(Q[εεT ]) (7.12)

Où Qε est une matrice constante avec la définition ci-dessous.

Qε =



4/9 −2/9 −2/9 0 0 0
−2/9 4/9 −2/9 0 0 0
−2/9 −2/9 4/9 0 0 0

0 0 0 4/3 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


Cette déformation de Von Mises est un processus aléatoire gaussien dont l’espérance mathéma-
tique E[.] est donnée par la relation

E[ε2
VM ] = Trace(QE[εεT ]) (7.13)

Où E[εεT ] est une matrice de covariance du vecteur des déformations. Cette matrice de co-
variance s’obtient en intégrant la matrice des densités spectrales de puissance du vecteur des
déformations comme suit :

E[εεT ] =
∫ +∞

−∞
Φεε(f)df (7.14)

Par définition, il existe aussi une relation entre la moyenne quadratique E[ε2
VM ] et la DSP

de la déformation équivalente de Von Mises :

E[ε2
VM ] =

∫ +∞

−∞
ΦVMε(f)df (7.15)

En combinant les équations 7.14 et 7.15, on obtient l’équation 7.16.∫ +∞

−∞
ΦVMε(f)df =

∫ +∞

−∞
Trace(QΦεε(f))df (7.16)

Cette relation intégrale est exacte et ne nécessite pas d’hypothèse. Elle définit la déformation
équivalente de Von Mises comme étant l’équation 7.17 .

ΦVMε(f) = Trace(QεΦεε(f)) =
∑
i,j

(Qε)ijΦεiεj (f) (7.17)
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On appellera ce processus scalaire gaussien : ’Déformation équivalente de Von Mises’. Pour
notre cas la DSP équivalente de Von Mises est définie en équation 7.18.

ΦVMε(f) = 4
9(Φε2

xx(f)+Φε2
yy(f)+Φε2

zz(f)−Re(Φεxxεyy(f)+Φεxxεzz(f)+Φεyyεzz(f)))+4
3Φε2

xy(f)
(7.18)

Une fois la DSP de la déformation équivalente au sens de Von Mises [12] définie, elle peut être
intégrée dans la chaine de calcul comme sur la figure 7.2. Le passage de la fonction de distribution
des cycles de déformation H(ε) à la fonction de distribution des cycles de déformation Hep(ε) est
réalisé à partir des equations du postulat de Neuber [13] et de l’équation de Ramberg-Osgood
[11].

Postulat de 
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Distribution des cycles avec 
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plastique pris en compte 

( )epn H 

Environnement linéaire 

DSP de déformation 
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comportement linéaire 

 

Moments spectraux et 

paramètres associés au processus 

0 2 4 0( , , , , , )a     

Fonction de 
densité de 
probabilité 
des cycles ( )n H 

( )VM f




Dommage moyen 

Loi de fatigue 
1( )N f 

max max

min min
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*( ) et ( )FRF f FRF f 

( )e f

( )f

Figure 7.2 – Chaine de calcul en fatigue multiaxiale formulée en déformation dans le cas d’un
comportement élasto-plastique

7.2 Validation numérique
Comme dans le chapitre précédent, la modélisation proposée est testée numériquement par

confrontation avec des SMC.

7.2.1 Présentation du plan d’expérience
Dans le cas d’un état de contrainte multiaxial, une multitude de paramètres peuvent influen-

cer l’estimation de la durée de vie. Afin d’éviter de surcharger le plan d’expérience, le nombre
de niveaux par paramètre sera limité à 2, sauf le paramètre valeur RMS de la DSP équivalente
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de Von Mises qui a 3 niveaux (Table 7.1).

DSP équivalente de Von Mises
RMS (MPa) 130 180 230

Table 7.1 – Définition des valeurs RMS de la DSP équivalente au sens de Von Mises

On a choisi comme type de DSP pour chaque composante, une DSP à 1DDL et une DSP
à 2DDL qui sont l’une des représentations d’une réponse dynamique d’une structure à une
excitation sur un ou deux modes propres. Elles sont d’ailleurs définies à partir d’une DSP
d’excitation unitaire et les FRF en contrainte décrites en figure 7.3.

(a) FRF 1DDL (b) FRF 2DDL

Figure 7.3 – Les différentes DSP choisies pour le plan d’expérience

niveau 1 niveau 2
Type de sollicitation Proportionnelle Non-proportionnelle

1 DDL Mixte
Type de DSP σxx, σyy ⇒1 DDL

σxy ⇒2 DDL
mode 1 ("flexion") mode 2 ("Torsion")

Tendance σxx ⇒ ρ = 0.95 σxx ⇒ ρ = 0.30
σyy ⇒ ρ = 0.30 σyy ⇒ ρ = 0.15
σxy ⇒ ρ = 0.30 σxy ⇒ ρ = 0.55

Amortissement Xi 0.0025 0.0250

Table 7.2 – Définition des différents paramètres de l’ensemble des DSP (le total du nombre de
jeux de paramètres est de 96)

Pour rappel, l’état de contraintes est considéré comme plan (surface libre de normale ~z),
seules σxx, σyy et σxy sont non nulles. Donc, FRFσ(f) est un tenseur de taille 1 x 3. Les am-
plitudes de ces FRF sont définies à partir de la valeur RMS de la DSPVM et du paramètre
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de pondération ρ qui favorise une prédominance de l’un ou l’autre mode dans la réponse. Le
paramètre ρ est donné dans le tableau 7.2. Les autres paramètres tels que le type de sollicitation
ou bien les valeurs d’amortissement Xi sont donnés dans le tableau 7.2.

En ce qui concerne le choix du matériau, nous avons conservé les mêmes paramètres que
pour le chapitre 6. Le matériau est l’acier trempé revenu 30NiCrMo8, c’est également le maté-
riau sélectionné par la suite pour effectuer des essais sur vibrateur.

7.2.2 Présentation des chaines de calcul

Dans le cas de ce plan d’expérience, deux logiciels vont être utilisés. Pour la chaine de calcul
des simulations de Monte-Carlo avec la méthode Wang & Brown, nous avons utilisé un logiciel
du commerce [14] (En bleu sur la figure 7.4). En rouge et en vert sur la figure 7.4, les chaines
de calcul réalisées à partir du logiciel MATLAB R2010a. Pour des raisons de temps de calcul,
il est difficile de garder un nombre de tirages de 3000 pour les simulations de Monte-Carlo. Le
nombre de tirages est réduit à 20 et avec une période T= 600 secondes. Étant donné le faible
nombre de tirages, une étude sur le dommage moyen E[D] ou la durée de vie associé Tf peut
être réalisée mais une étude sur les distributions des cycles ou de la dispersion des dommages
est à proscrire car le nombre d’échantillons est trop faible pour établir de réelles tendances.

Figure 7.4 – Différentes chaines de calcul pour le plan d’expérience avec un état de contraintes
multiaxial plan
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L’aspect proportionnel ou non-proportionnel du chargement dans le cas des simulations de
Monte-Carlo est réalisé par le générateur de signal temporel. La méthode que nous avons adop-
tée pour générer des signaux proportionnels ou non proportionnels est la suivante :

-Dans le cas de chargement proportionnel, nous avons attribué la même phase régénérée à
toutes les composantes. (Figure 7.5(a) et 7.5(b)).

-Dans le cas de chargement non-proportionnel, nous avons attribué des phases différentes
régénérées à chacune des composantes. (Figure 7.5(c)).

(a) Chargement proportionnel avec DSP 1DDL (b) Chargement proportionnel avec des DSP mixtes

(c) Chargement non-proportionnel avec DSP 1DDL

Figure 7.5 – Différentes représentations dans l’espace des contraintes du trajet des chargement
en fonction des paramètres sélectionnés
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7.2.3 Résultats et observations

La figure 7.6 représente l’ensemble des résultats de durée de vie Tf du plan d’expérience pour
les différentes méthodes étudiées. La fonction de densité de probabilité choisie pour représenter
les résultats des méthodes spectrales et du modèle de Hermite est celle de Tovo & Benasciutti
[15]. En ce qui concerne les simulations de Monte-Carlo, la méthode sélectionnée est celle de
Wang-Brown [16] [17].
On constate sur la figure 7.6 que pour une durée de vie faible les durées de vie obtenues avec les
méthodes spectrales classiques (MSC) s’éloignent des résultats des SMC. Alors que majoritaire-
ment, les autres méthodes donnent de bonne corrélations par rapport aux SMC quelle que soit
la durée de vie. Néanmoins, les résultats de durées de vie obtenus avec le modèle de Hermite
[18] [19] sont très dépendants des jeux de paramètres du plan et de plus, dans certains cas, les
résultats sont encore moins bons qu’avec les méthodes spectrales classiques.
En ce qui concerne les méthodes spectrales modifiées avec les différentes formulations, la for-
mulation en contrainte donne les meilleures prédictions de durée de vie par rapport aux SMC.
Néanmoins, la formulation en déformation donne des résultats cohérents avec ceux des SMC. La
définition de la déformation au sens de Von mises n’est pas universelle comme pour la contrainte
au sens de Von Mises, et il n’est pas rare dans certains codes de trouver un version modifiée de
celle-ci. La définition choisie dans notre cas peut-être retrouvée dans Lemaitre & Chaboche [11].
Néanmoins, cette définition n’est pas un avantage pour la méthode car elle donne des résultats
de durée de vie majoritairement non-conservatifs vis-à-vis de la fatigue.

Figure 7.6 – Ensemble des résultats du plan d’expérience avec pour les methodes spectrales la
FDP de Tovo & Benasciutti

117



Chapitre 7 : Fatigue multiaxiale à grand et faible nombre de cycles dans le
domaine spectral : prise en compte de la plasticité

La figure 7.7 represente en 7.7(a) les résultats de durée de vie dans le cas où le chargement
est proportionnel et en 7.7(b) les résultats de durée de vie dans le cas où le chargement est
non-proportionnel. Cela permet de voir si le chargement impacte les méthodes de calcul. Dans
le cas présent, ce paramètre n’a pas d’influence notable sur les méthodes spectrales ou le modèle
de Hermite.

(a) Résultats dans le cas d’un état proportionnel (b) Résultats dans le cas d’un état non-proportionnel

Figure 7.7 – Comparaison des durées de vie entre les méthodes étudiées et les SMC en fonction
du type de pondération

(a) Résultats dans le cas de la flexion (b) Résultats dans le cas de la torsion

Figure 7.8 – Comparaison des durées de vie entre les méthodes étudiées et les SMC en fonction
du paramètre de pondération

La figure 7.8 représente en 7.8(a) les résultats de durée de vie dans le cas d’une prédomi-
nance au phénomène du mode 1 et en 7.8(b) les résultats de durée de vie dans le cas d’une
prédominance au phénomène du mode 2. Dans ce cas, on constate une influence de ce para-
mètre sur l’estimation des durées de vie avec les méthodes spectrales. Dans le cas du mode 1,
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la prédiction de durée vie est majoritairement non-conservative. Alors qu’à contrario pour le
mode 2, les résultats avec les méthodes spectrales sont majoritairement conservatifs. Cela est
principalement dû au fait que le poids des deux phénomènes n’est pas le même entre la définition
de la contrainte équivalente de Von Mises et la méthode Wrang-Brown.

Figure 7.9 – Rapport des durées de vie avec la fonction de densité de probabilité de Dirlik

La figure 7.9 montre le rapport entre les durées de vie avec les méthodes étudiées par rapport
aux durées de vie avec les SMC. Pour plus de clarté, les résultats ont été décalés de quelques
MPa sur l’axe des abscisses par rapport à leurs valeur réelle. On sait que plus la valeur RMS
augmente plus le phénomène non-linaire à de l’importance sur notre système. Cela est bien
représenté sur la figure 7.9 car les méthodes spectrales classiques qui ne prennent pas en compte
les phénomènes non-linéaires donnent des prédictions de plus en plus erronées par rapport aux
SMC quand la valeur RMS augmente. Les méthodes spectrales modifiées quand à elles, donnent
de bonnes corrélations quelle que soit la valeur RMS. Pour les méthodes spectrales modifiées
formulées en déformation, les résultats obtenus sont assez proches des resultats des SMC mais
avec une tendance à être non-conservatifs.
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Chapitre 7 : Fatigue multiaxiale à grand et faible nombre de cycles dans le
domaine spectral : prise en compte de la plasticité

Conclusion
Ce chapitre nous a permis de constater qu’il était possible d’introduire la méthode spectrale

développée au chapitre 6 avec un critère d’équivalence tel que celui proposé par Preumont et
Pitoiset, afin de prédire la durée de vie associée à un état de contrainte multiaxial.
Une formulation en déformation du critère d’équivalence a été proposée, les résultats obtenus
avec ce critère sont moins précis qu’avec le critère formulé en contrainte, le critère pourrait être
amélioré en prenant une définition de la déformation équivalente différente de celle sélectionnée
dans notre cas. De plus, dans certains cas, seule l’information en déformation est accessible.
Les méthodes de la littérature donnent des résultats erronés en présence d’une non-linéarité
comme pour les méthodes spectrales classiques ou pour certains cas de chargement comme pour
le modèle de Hermite.

Les résultats obtenus avec le plan d’expérience sont prometteurs, néanmoins afin de valider
la méthode sur un éventail plus large de cas, il est nécessaire d’éprouver cette méthode sur plus
de niveaux et sur d’autres paramètres. Le travail présenté ici montre qu’il y a des méthodes
alternatives aux méthodes formulées dans le domaine temporel pour le calcul de durée de vie.
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Chapitre 8 : Étude expérimentale et numérique

Introduction

Nous présentons ici toutes les données concernant les essais en fatigue vibratoire. Dans le
cadre de la thèse, nous avons choisi de réaliser des essais car ceux-ci sont assez rares dans la
littérature et permettent de confronter les méthodes spectrales à des essais réels dont on maitrise
les paramètres. De plus, une double corrélation avec les simulations numériques est réalisée pour
la méthode développée.
Ces essais permettront notamment de valider le choix de la méthode de correction plastique,
dans notre cas, les méthodes du type Neuber.
Au cours du chapitre seront présentés l’éprouvette utilisée pour les essais, le moyen d’essai avec
sa chaine de commande, les moyens de détection de fissure et enfin le modèle éléments finis de
l’éprouvette qui permettra de comparer les durées de vie expérimentales avec les prédictions
obtenues par les différentes méthodes étudiées.

8.1 Présentation de l’éprouvette

La conception de l’éprouvette a fait l’objet d’une étude approfondie. Celle-ci a été réalisée
de sorte que selon l’orientation de la masselotte associée à l’éprouvette cylindrique, le compor-
tement dynamique et le mode de défaillance sont modifiés (Figure 8.14 ).

8.1.1 Géométrie

On a cherché une géométrie d’éprouvette qui répondait à plusieurs critères. Le premier est
le respect du postulat de Neuber. L’éprouvette doit contenir une zone de plasticité confinée et
l’amorce en fatigue doit se situer dans cette zone. Pour répondre à cette problématique, nous
avons considéré une éprouvette avec une entaille (Figure 8.1) qui engendre un coefficient de
concentration de contraintes en flexion de 2,15.

(a) Photo de l’entaille sur un éprouvette
avant essai

(b) plan de l’entaille de l’éprouvette

Figure 8.1 – Photo et schéma de l’entaille pour l’éprouvette de fatigue

Un autre critère est que seul le comportement élasto-plastique du matériau doit apporter
une non-linéarité. C’est pour cela qu’on a choisi une éprouvette volumique (cf figure 8.2). En
effet dans une etude préliminaire [1], nous avons remarqué que lors d’essais en fatigue vibratoire
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d’une éprouvette réalisée en utilisant une tôle en acier, celle-ci était sujette aussi bien à des non-
linéarités matériau que dynamiques dues à des grands débattement et à une géométrie favorisant
l’apparition de l’amortissement dû à l’air qui est une fonction des niveaux d’excitations.

L1 L2

Figure 8.2 – Plan partiel de l’éprouvette de fatigue

Nous avons cherché à avoir plusieurs modes propres de la structure sur une bande de fré-
quence relativement faible. Ces modes propres devaient être de différents types (flexion ou tor-
sion) ainsi que permettre différents état de contraintes (uniaxial ou multiaxial). Pour répondre
à cette problématique nous avons placé une masselotte à l’une des extrémité de l’éprouvette.
L’assemblage de deux éléments est réalisé par frettage pour garantir un transfert total des efforts
dynamiques durant les essais vibratoires.
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(a) Vue globale de l’éprouvette de fatigue (b) Vue sur la zone de frettage entre la partie
cylindrique et la masselotte

Figure 8.3 – Différentes vues de l’éprouvette de fatigue

Plusieurs itérations ont été nécessaires, afin de résoudre certains problèmes rencontrés durant
les essais préliminaires (exemple : fretting dans l’encastrement de l’éprouvette). Les figures 8.3 et
8.4 donnent la représentation finale de l’éprouvette retenue pour les essais de fatigue vibratoire.
L’annexe D donne accès au plan complet de l’éprouvette et de l’interface d’encastrement. Le
choix d’une éprouvette "académique" par rapport à une pièce mécanique réelle (type équerre)
offre certains avantages comme la possibilité de contrôler plus finement la chaine d’usinage et
ainsi la dispersion géométrique de l’entaille qui peut avoir, dans le cas d’une concentration de
contraintes élevée, un impact visible sur la dispersion des durées de vie expérimentales. Les
figures 8.4(a) et 8.4(b) montrent la zone d’encastrement de l’éprouvette. Elle se compose de
deux parties, une partie avec un méplat afin d’empêcher les rotations de l’éprouvette et une
partie cylindrique pour réaliser un encastrement le plus parfait possible. Comme on peut le
constater sur la figure 8.4(c), chaque éprouvette est référencée par un identifiant.

(a) Modélisation de la zone encastrée du-
rant les essais en fatigue

(b) Zoom sur le méplat de
l’éprouvette

(c) Vue de la numérota-
tion des éprouvettes

Figure 8.4 – différentes vues sur les particularités de l’éprouvette

8.1.2 Caractéristiques du matériau

La partie cylindrique de l’éprouvette est réalisé en acier 30NiCrMo8 alors que la masselotte
est réalisé en acier XC42. Les principales caractéristiques matériau de l’acier trempé revenu
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30NiCrMo8 [2] sont réunies dans les tableaux 8.1 et 8.2.

Module
Young

Coefficient
de Poisson

Limite
d’élasticité

Limite à
rupture

Exposant
d’écrouissage

Coefficient de ré-
sistance plastique

195 GPa 0.33 945 MPa 1135 MPa 0.089 1410 MPa

Table 8.1 – Propriétés de l’acier 30NiCrMo8 (source [2])

Paramètres σ-N Paramètres ε-N
k C b c εf σf (MPa)

11.764 3.659*10e36 -0.085 -0.752 1.741 1750.000

Table 8.2 – Propriétés en fatigue de l’acier 30NiCrMo8 (source [2])

Les paramètres en fatigue donnés dans le tableau 8.2 correspondent à l’équation de Basquin
et Manson-Coffin-Basquin. La pente de la droite de basquin a été ajustée sur la pente de la
partie élastique de l’équation de Manson-Coffin-Basquin.

Figure 8.5 – Représentation de la courbe de Manson-Coffin-Basquin pour l’acier 30NCD8
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8.1.3 État de surface et géométrie en fond d’entaille
La partie entaillée de l’éprouvette a été rectifiée afin de garantir un état de surface et une

géométrie en fond d’entaille conformes aux plans. Des essais préliminaires nous ont montré que
l’entaille était un élément déterminant pour la répétabilité des essais. L’état de contraintes est
sensible à l’amortissement et au facteur de concentration de contraintes, soit la géométrie en fond
l’entaille. Nous avons effectué sur l’ensemble du lot d’éprouvettes des mesures dimensionnelles
et de rugosité [3]. Le Tableau 8.3 donne la synthèse des mesures effectuées (moyenne et écart-
type)sur l’ensemble des 120 éprouvettes. Les cotes L1, L2, H et R mesurées dans le tableau 8.3
sont définies sur les figures 8.1(b) et 8.2.

L1(mm) L2(mm) H (mm) R(mm) Ra (µm)
Cote

nominale 85+0.05
−0.05 145+0.1

−0.1 7+0.05
−0.05 0.63+0.01

−0.01 0.4
+ tolérance
Moyenne 85.01 144.96 6.98 0.57 0.53
Ecart-type 0.02 0.04 0.01 0.01 0.03

Table 8.3 – Synthèse des contrôles dimensionnels sur le lot d’éprouvette en fatigue

Les éprouvettes réelles présentent de faibles écarts avec les plans et tolérances, néanmoins,
l’information la plus importante est la dispersion faible entre les éprouvettes, car il suffira d’ajus-
ter le modèle numérique aux cotes mesurées pour éviter une dispersion entre les durées de vie
expérimentales et numériques. Alors qu’une dispersion entre les éprouvettes serait plus difficile
à prendre en compte sur le modèle numérique.

8.2 Moyen d’essai
8.2.1 Principe de fonctionnement

Figure 8.6 – Représentation schématique du banc d’essai pour les essais en fatigue

La figure 8.6 schématise l’environnement expérimental des essais en fatigue. Cet environne-
ment est assez simple, il est composé d’une PC avec un système de pilotage et d’asservissement,
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d’un vibrateur avec son amplificateur et enfin d’accéléromètres pour mesurer l’excitation vue
par les éprouvettes.

(a) banc d’essai avec la configuration pour solliciter
le premier et troisième mode de la structure

(b) banc d’essai avec la configuration pour solliciter le
deuxième mode de la structure

Figure 8.7 – Photos des différentes configurations possibles des éprouvettes en fatigue

Comme il a été signalé en première partie de ce chapitre, selon l’orientation de la masselotte,
les modes pouvant être sollicités sont différents. La Figure 8.7(b) représente un essai de fatigue
vibratoire qui sollicite le deuxième mode de l’éprouvette. Quand à la figure 8.7(a), elle représente
un essai en fatigue vibratoire qui sollicite le premier mode propre de l’éprouvette.

(a) CAO de l’interface (b) CAO de l’interface avec des éprouvettes de fatigue

Figure 8.8 – Différentes représentations CAO de l’interface d’encastrement

Les éprouvettes sont couplées à un excitateur électromagnétique (pot vibrant) par une in-
terface d’encastrement représentée en figure 8.8. L’interface compte trois pièces principales dans
lesquelles sont encastrées 3 éprouvettes simultanément. La partie haute de l’interface est compo-
sée de deux parties qui viennent "emprisonner" l’éprouvette dans l’empreinte de la partie basse
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de l’interface. L’interface haute est composée de deux parties car il y a deux zones distinctes
de l’éprouvette à encaster , le méplat et une partie du cylindre (figure 8.9). Cela permet un
meilleur positionnement de l’éprouvette pour l’essai. Le serrage des vis est réalisé à l’aide d’une
clé dynamométrique, en respectant le couple de serrage des vis sélectionnées (M6 de classe 12.9).

Figure 8.9 – Représentation de la zone d’encastrement de l’interface avec l’éprouvette

Chaque essai est composé de trois éprouvettes qui sont en symétrie de révolution par rap-
port à l’axe d’excitation. Cette configuration permet d’auto-équilibrer l’ensemble des efforts
dynamiques radiaux générés par les masselottes et évite de transmettre à la bobine du vibra-
teur des efforts radiaux importants qui peuvent le détériorer. Ce choix technologique impacte
directement les essais car il existe un couplage dynamique entre chaque éprouvette d’un essai,
néanmoins, le fait que le pot vibrant soit asservi durant les essais en fatigue et que l’excitation
soit un bruit blanc réduisent l’influence du couplage.

8.2.2 Principe de l’asservissement

Dans notre cas, la consigne est sous forme de DSP d’accélération. Le système de pilotage
se compose d’un PC avec le logiciel VR (Vibration Reseach software) [4] associé à un module
d’asservissement VR (Vibration Reseach hardware) qui va générer un signal aléatoire avec les
caractéristique de la DSP de consigne. Ce signal est amplifié et transmis au pot vibrant. Afin
de contrôler que l’excitateur respecte la consigne envoyée et qu’il ne diverge pas, un retour
d’information est réalisé dans notre cas par un accéléromètre placé sur la plateforme du vibra-
teur. L’information transmise par l’accéléromètre est traitée par le module d’asservissement afin
d’extraire des données à comparer avec la consigne, voir figure 8.10. Dans notre cas, il y a deux
entités qui sont la DSP elle-même et la valeur RMS de la DSP. Le module reajuste la consigne
en fonction des informations mesurées à t−∆t.

les borne inférieure et supérieure de l’asservissement sont propres à chaque type d’essai en
fatigue. Les essais en fatigue se composent de plusieurs niveaux d’excitation, si le niveau a est
supérieur au niveau b, alors la borne inférieure du niveau a sera supérieure à la borne supérieure
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du niveau b.

Figure 8.10 – Représentation de la chaine d’asservissement du moyen d’essai

8.2.3 Critère d’arrêt des essais en fatigue

L’un des choix que nous avons dû faire pour les essais vibratoires en fatigue est le critère
d’arrêt et le mode de détection. Concernant le critère, plusieurs choix s’offrent à nous : aller
jusqu’à la rupture de l’éprouvette ou bien arrêter l’essai à l’amorçage de la fissure. Dans notre
cas nous avons choisi la détection de l’amorce de la fissure car premièrement, la loi E-N est
établie à l’amorce de fissure et deuxièmement, la fissure modifie la rigidité de l’éprouvette qui
provoque une forte modification de la fréquence propre et de l’amortissement pouvant grande-
ment interagir dans l’estimation de durée de vie, voire arrêter la propagation de la fissure.

Figure 8.11 – Représentation de la chaine de pilotage et de détection de fissure

En ce qui concerne les moyens pour détecter l’amorce d’une ou plusieurs fissures dans une
entaille, il sont assez réduit car l’accès difficile en fond d’entaille fait que des procédés classiques
comme le contrôle par ressuage ou le contrôle par traitement d’image avec une camera rapide
sont inopérants. Afin de détecter l’amorce de fissure, nous nous sommes intéressés aux entités
dynamiques de notre structure. Comme nous avons signalé précédemment, l’apparition d’une
fissure modifie la rigidité. Ce qui entrainera une modification de la fréquence propre. Donc afin
de détecter l’amorce de fissure et le début de la propagation de fissure, nous allons mesurer la fré-
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quence et l’amplitude du mode propre étudié de chaque éprouvette au cours des essais en fatigue.

Un logiciel de suivi de la résonance développé sous Labview est intégré à la chaine de pilotage
comme décrit en figure 8.11. Sur une période définie par l’utilisateur, la fonction de réponse en
fréquence de chaque éprouvette est calculée. Cela permet d’extraire la fréquence et l’amplitude
du mode. La figure 8.12, illustre le suivi de la fréquence et de l’amplitude du deuxième mode de la
structure. On constate une nette modification de la fréquence et de l’amplitude du mode quand
la fissure s’amorce. Pour cet essai, la durée de l’essai est d’environ 15 heures pour une amorce de
fissure au bout de 11 heures. On constate aussi que la mesure de la fréquence est nettement plus
stable que pour l’amplitude. C’est pour cela que nous avons basé la détermination de la durée
de vie sur une déviation de la fréquence propre. Pour les essais, la durée de vie est la durée entre
le début de l’essai et le moment où la fréquence propre à dévié de 0.5 Hz. Comme pour la valeur
Re, la détermination de la valeur de durée de vie de nos essais dépend de la convention choisie.
Néanmoins, Cette convention prend en compte la résolution spectrale choisie pour nos calculs
ainsi que les variations fréquentielles dues à la chaine de pilotage et au rodage des éprouvettes.

(a) Suivi de la fréquence du mode sollicité durant un
essai en fatigue

(b) Suivi de l’amplitude du mode sollicité durant un es-
sai en fatigue

Figure 8.12 – Capture graphique du suivi en fréquence et en amplitude d’un essai en fatigue

8.3 Analyse dynamique par élément finis et étude des contraintes
- déformations locales

Afin de comparer les différentes méthodes numériques décrites jusqu’à présent avec les essais,
il est nécessaire de disposer d’une modélisation éléments finis de l’éprouvette. Cette modélisa-
tion permet d’extraire en tous points de la structure les fonctions de réponse en fréquence
des contraintes et des déformations à une excitation unitaire. Cette modélisation a été réalisée
grâce au logiciel ABAQUS. Après extraction des contraintes et déformations en tous points de
la structure, les prédictions de durée de vie seront réalisées sous MATLAB.

132



Analyse dynamique par élément finis et étude des contraintes - déformations
locales

8.3.1 Discrétisation temporelle et spatiale

Afin de décrire au mieux les fonctions de réponses en fréquences associées à chaque noeud,
il est essentiel de vérifier que la modélisation a convergé tant d’un point de vue fréquentiel que
spatial. Si la discrétisation spatiale n’est pas assez fine, l’interpolation des valeurs de contraintes
ou de déformations obtenues pour une fréquence donnée sera erronée. Il en est de même avec la
discrétisation fréquentielle, si le pas fréquentiel est trop grossier, l’amplitude du mode obtenue
peut en être tronquée.

Comme on peut le constater dans le tableau 8.4, l’amortissement pour les deux premiers
modes est très faible, inférieur à 0.2 %, pour cette raison, le pas fréquentiel choisi autour du
mode étudié d’une bande de 5 Hz est égal à 0.05 Hz. De plus, un des pas de calcul de la FRF
est la valeur de la fréquence propre, cela est réalisé par itération avec l’analyse modale.

Afin d’assurer la convergence spatiale de la modélisation, nous avons réalisé des calculs
successifs avec une taille de maille réduite de moitié à chaque itération cela dans la zone critique
(l’entaille). Les types éléments utilisés pour la modélisation sont des C3D8R, des éléments
hexagonaux linaires à 8 noeuds avec une intégration réduite. Avec ce type d’éléments, la taille
de maille en fond d’entaille (profondeur x longueur x largeur) est 180 x 180 x 50 µm (figure
8.13).
Si on réalise une synthèse de la modélisation qui a été retenue, elle contient 260000 noeuds
avec 88335 noeuds qui sont situés dans l’entaille, soit environ 1/3 du nombre de noeuds dans
l’entaille pour seulement 5 % du volume de l’éprouvette.

Figure 8.13 – Visualisation du maillage de l’éprouvette dans la zone de l’entaille (représentation
de 1/4 de l’entaille)

8.3.2 Caractéristiques dynamiques et variables locales dans l’entaille

L’analyse expérimentale et numérique montre que dans la bande [50-500 Hz] l’éprouvette
contient 4 modes propres. Deux modes de flexion et deux modes de flexion-torsion. Dans notre
cas, nous nous concentrons sur les trois premiers modes car les essais en fatigue vont porter
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principalement sur ces modes. Dans le cas d’une excitation selon −→Z , si la masselotte est sy-
métrique par rapport au plan XY, les deux modes pouvant être sollicités sont le premier et le
troisième mode qui sont les modes de flexion-torsion (figure 8.14 1er et 3ème mode). Toujours
dans le cas d’une excitation selon −→Z , mais cette fois avec la masselotte symétrique au plan XZ,
le mode sollicité est le deuxième mode propre de l’éprouvette qui est un mode de flexion (figure
8.14 2ème mode). La figure 8.14 représente la déformée des trois premiers modes de l’éprouvette
dans la configuration précédemment citée.

Figure 8.14 – Représentation des déformées modales de l’éprouvette en fatigue pour les modes
étudiés

Afin de réaliser un comparatif cohérent, la modélisation éléments finis a été recalée sur des
données expérimentales comme l’amortissement et les cotes moyennes réelles des éprouvettes .
Les valeurs expérimentales de l’amortissement ont été obtenues à la fois par une caractérisation
modale sur pot vibrant ainsi qu’en réalisant un ensemble de moyennes sur les essais en fatigue.
Les conditions aux limites ont fait l’objet d’une étude préliminaire durant les essais de validation
de l’éprouvette. Au final, l’encastrement de l’éprouvette n’est réalisé que sur les éléments de
surface de la zone d’encastrement(figure 8.15). Le tableau 8.4 synthétise l’ensemble des données
numériques et expérimentales.

Figure 8.15 – Visualisation des conditions aux limites pour la modélisation numérique (ABA-
QUS)
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Mode Fréquence Fréquence Amortiss- Type de État (dans la
propre expérimentale (Hz) numérique (Hz) -ement(%) chargement zone critique)

1er 93.7 92.5 (-0.55%) 0.11 flexion & torsion multiaxial
2ème 102.1 102.7 (+0.59%) 0.16 flexion uniaxial
3ème 260.0 264.0 (+1.54%) 2.50 flexion & torsion multiaxial

Table 8.4 – Synthèse des données dynamiques expérimentales et numériques de l’éprouvette
en fatigue

Figure 8.16 – Fonctions de réponse en fréquence du premier mode propre de la structure au
point critique (amplitude en Pa)

Les figures 8.16, 8.17 et 8.18 représentent les fonctions de réponse en fréquence pour les
différents modes étudiés durant les essais en fatigue et cela au noeud le plus critique dans
l’entaille. Comme on pouvait s’y attendre, les modes 1 et 3 ont le même point critique tandis
que le mode 2 est différent. On constate sur la figure 8.16 qui représente les contraintes en
fonction de la fréquence au point critique du premier mode de la structure que les contraintes
σ22 et σ12 ont un facteur 2 entre elles. Mais comme dans critères d’équivalence étudiés, σ12 a
un facteur 3 par rapport aux contraintes normales, On peut dire qu’elles auront toutes deux un
impact sur le dommage. On peut assimiler l’état de contrainte à un état biaxial. Le même constat
peut être fait sur la figure 8.18 malgré que la contrainte σ12 soit en-dessous σ11. A contrario,
la figure 8.17 qui représente les contraintes au point critique en fonction de la fréquence du
deuxième mode de la structure, montre que la contrainte σ22 est prépondérante par rapport
aux autres contraintes. On peut assimiler l’état de contraintes à un état uniaxial.
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Figure 8.17 – Fonctions de réponse en fréquence du deuxième mode propre de la structure au
point critique (amplitude en Pa)

Figure 8.18 – Fonction de réponse en fréquence du troisième mode propre de la structure au
point critique (amplitude en Pa)
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Conclusion
Nous avons synthétisé dans ce chapitre l’ensemble des données expérimentales associées au

essais en fatigue réalisés dans le cadre de la thèse. Nous avons présenté en détail les informations
essentielles concernant l’éprouvette en fatigue et le moyen expérimental utilisé pour la réalisation
des essais. Les essais préliminaires et la modélisation numérique vont nous permettre par la suite
de définir un plan d’expérience expérimental associé aux caractéristiques de l’éprouvette. Les
chaines d’asservissement et de détection de fissure ont été présentés afin de mieux appréhender
le calcul de la durée de vie expérimentale.
La modélisation de l’éprouvette dans un code éléments finis tel que ABAQUS est nécessaire afin
d’avoir accès au fonctions de réponse de chaque mode. Les FRF, une fois calculées, pourront
être utilisées afin de déterminer le tenseur des DSP de contrainte associées à chaque niveau
d’excitation des essais en fatigue. Ainsi les prévisions des durées de vie de chaque méthode
étudiée pourront être comparées avec les durées de vie expérimentales.
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Introduction

Nous présentons dans ce chapitre l’ensemble des essais réalisés durant la thèse ainsi que la
confrontation des durées de vie expérimentales avec les durées de vie obtenues via les méthodes
de prédiction de durée de vie en fatigue. Ces essais ont été réalisés pour trois modes propres
de la structure afin d’avoir divers cas de chargement. Nous avons aussi modifié les niveaux de
sollicitation pour déterminer l’influence du comportement élasto-plastique du matériau.
Tous les cas de charges sont réunis sous la forme d’un plan d’expérience qui fait l’objet d’une
présentation en début de chapitre. Comme on a vu que le mode 2 est unixial et les modes 1 et
3 sont biaxiaux, on présentera d’abord les résultats du 2ème mode, plus simples, puis ceux des
modes 1 et 3.
Au cours des essais, quelques complications expérimentales sont apparues, elles seront abordées
dans ce chapitre ainsi que les causes de ces complications. Dans certain cas, nous avons été
obligés de faire évoluer le plan d’expérience présenté dans ce chapitre.

9.1 Présentation du plan d’expérience

Nous présentons ici le plan d’expérience théorique, car en fonction des problématiques ex-
périmentales, ce plan a évolué pour permettre la réalisation des essais.
Le but de ce plan d’expérience est de réaliser pour chaque type de sollicitation plusieurs niveaux
d’excitation afin d’avoir différentes durées de vie (figure 9.1). Le principe est d’avoir au moins un
niveau d’excitation où le comportement de l’éprouvette soit linéaire, avec une durée de vie asso-
ciée élevée, et trois essais avec un comportement élasto-plastique plus ou moins prononcé. D’un
point de vue de la fatigue, certains niveaux d’excitations verront leurs niveaux de contraintes
associés répartis dans le domaine polycyclique et oligocyclique.

Figure 9.1 – Schéma des points de fonctionnement maximaux des différents niveaux d’excita-
tion envisagés
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Suite aux études préliminaires réalisées sur l’éprouvette, nous avons sélectionné 4 DSP d’ex-
citation différentes qui vont engendrer des réponses en contraintes distinctes.
Sur la figure 9.2(a), la DSP d’excitation qui va solliciter le deuxième mode propre de la structure
et qui en fond d’entaille, donne dans la zone critique un état de contraintes quasi uniaxial.
Sur la figure 9.2(b) et 9.2(c), les DSP d’excitation vont respectivement exciter le premier mode
propre de la structure et le troisième mode propre de la structure. L’état de contraintes en fond
d’entaille dans la zone critique peut être considéré comme multiaxial. ces essais diffèrent de par
l’amortissement de chaque mode ainsi que de par la répartition de chaque niveau de contrainte.
Néanmoins, étant donné qu’il y a une seule source d’excitation, la réponse en contrainte sera
proportionnelle dans les deux cas.
La DSP d’excitation, figure 9.2(d), va solliciter le premier et troisième mode propre en même
temps, cela va permettre d’étudier le cumul du dommage avec une réponse bimodale.
Pour rappel, le mode 2 est orthogonal aux modes 1 et 3, par conséquence, la DSP de la figure
9.2(a) sollicite seulement le mode 2 et la DSP de la figure 9.2(b) sollicite seulement le mode 1
même si les deux modes se trouvent dans la bande fréquentielle de ces DSP.

(a) DSP centrée autour du 2ème mode (b) DSP centrée autour du 1er mode

(c) DSP centrée autour du 3ème mode (d) DSP d’excitation englobantle 1er et 3ème mode

Figure 9.2 – Représentation des DSP d’accélération choisies comme excitations d’entrée pour
les essais

La table 9.1 représente le nombre d’essais en fonction du type d’essai et du niveau. A savoir,
chaque essai est composé de trois éprouvettes. Au total, il faut pour réaliser le plan d’expérience
108 éprouvettes.
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Niveau Niveau Niveau Niveau Nombre
référence accéléré 1 accéléré 2 accéléré 3 d’éprouvettes

DSP 2ème mode 3 essais 3 essais 3 essais 3 essais 36
DSP 1er mode 2 essais 2 essais 2 essais 2 essais 24
DSP 3ème mode 2 essais 2 essais 2 essais 2 essais 24

DSP 1er et 3ème modes 2 essais 2 essais 2 essais 2 essais 24
Nombre d’éprouvettes 27 27 27 27 108

Table 9.1 – Représentation du nombre d’essais en fonction du type de DSP et du niveau
d’excitation

9.2 Essais sur le 2ème mode : Flexion
Les essais en fatigue sur le deuxième mode [1] ont été réalisés à SUPMECA au LISMMA sur

un pot vibrant de 1500N dont les principales caractéristiques sont disponibles dans l’annexe D.
Ces essais en fatigue ont été les premiers essais réalisés, l’état de contraintes de la zone critique
pouvant être considéré comme uniaxial. On pourra donc réaliser la confrontation des durées
de vies expérimentales aux prédictions des méthodes spectrales modifiées avec la formulation
réalisée au chapitre 6.

9.2.1 Dépouillement des essais
Afin de déterminer les niveaux d’accélérations des DSP que nous devions avoir pour respecter

le plan d’expérience, nous avons réalisé deux essais préliminaires. Ces essais ont permis de
déterminer les niveaux nécessaires pour avoir les durées de vie en accord avec le plan d’expérience
(figure 9.2(a)). Les amplitudes d’accélération de chaque DSP ainsi que la bande fréquentielle
sont présentées au tableau 9.2. Comme on pourra le remarquer lors de la présentation des
résultats de durée de vie, les niveaux ont été sélectionnés pour avoir des durées de vie variant
de 3 heures à 40 heures.

Niveau Bande Niveau (g2/Hz) RMS (g)
fréquentielle (Hz)

1 80 - 120 0.0040 0.160

2 80 - 120 0.0034 0.136

3 80 - 120 0.0030 0.120

4 80 - 120 0.0026 0.104

Table 9.2 – Niveaux d’excitations réellement choisis pour la DSP centrée autour du 2ème mode

Le tableau 9.3 donne l’ensemble des durées de vie pour chaque éprouvette testée pour ce type
de DSP et selon l’amplitude d’accélération de la DSP. On constate que certaines éprouvettes ont
subi plusieurs essais car nous avons constaté que quand une ou plusieurs éprouvettes fissurent,
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cela crée un déséquilibre dynamique sur le pot vibrant qui ne sollicite plus les éprouvettes
non-fissurées. Il est alors nécessaire de remonter 3 éprouvettes non-fissurées ensemble pour les
amener à la fissuration.
Cela est repris sur la figure 9.3, quand il n’y a pas de présence de fissure, la somme des efforts
transverses dus à l’inertie des masselottes est équilibré et le pot vibrant fonctionne correctement.
Dans le cas où une à deux éprouvettes sont fissurées, la somme des efforts transverses dus à
l’inertie des masselottes est non-nulle et varie au cours du temps. Afin de revenir à un état
d’équilibre, la bobine du vibrateur va se mettre à osciller pour équilibrer la masse embarquée.
Cela aura pour conséquence que la ou les éprouvettes non-fissurées ne sont plus sollicitées par
les niveaux qui engendrent du dommage. Ce phénomène est peu présent dans le cas des essais
uniaxiaux mais le sera beaucoup plus dans le cas des essais multiaxiaux.

Figure 9.3 – Schématisation de la problématique due au efforts transverse après fissuration
d’une ou plusieurs éprouvettes

Pour ces raisons, dans le tableau 9.3, les éprouvettes surlignées en jaune sont les éprouvettes
qui ont fissuré sur le premier essai et les éprouvettes surlignées en orange sont les éprouvettes
qui ont été remontées une deuxième fois. Pour ces éprouvettes, la durée de vie est le cumul de
la durée du premier et du second essai.
Le tableau 9.3 regroupe la durée de vie à l’amorce de fissuration pour chaque éprouvette ainsi
que la durée de vie moyenne et l’écart-type par niveau d’excitation.
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Niveau 

excitation

Numéro 

eprouvette

Durée de vie 

associée (h)

Durée de vie moyenne 

par niveau d'éxcitation 

(h)

Ecart-type par 

niveau 

d'éxcitation (h)

19 4.1

92 4.1

91 5.2

73 3.6

0.0040 g
2
/Hz 11 3.6 4.4 0.8

118 3.6

6 4.3

37 5.4

44 5.4

93 10.6

45 10.6

75 10.6

27 10.2

0.0034 g
2
/Hz 32 10.2 9.6 1.2

23 10.2

39 8.1

25 8.1

85 8.1

A16 18.1

A8 18.1

A9 20.6

109 19.7

0.0030 g
2
/Hz 4 19.7 17.6 2.2

63 17.2

29 15.1

18 15.1

3 15.1

72 33.0

22 22.7

97 22.7

81 25.6

0.0026 g
2
/Hz 50 35.9 29.7 5.0

16 35.9

41 30.3

36 30.3

78 30.5

Table 9.3 – Synthèse des durées de vie à l’amorçage en fonction du niveau d’excitation et du
numéro de l’éprouvette

Le tableau 9.4 présente la moyenne et l’écart-type des durées de vie obtenues pour chaque
niveau d’amplitude de la DSP. On constate que la durée de vie diminue lorsque le niveau d’ex-
citation augmente.
Pour chaque niveau la durée de vie est donnée en heures, en secondes et en nombre de cycles.
En ce qui concerne la donnée sur le nombre de cycles, il s’agit juste d’un indicateur du nombre
moyen approximatif de cycles à l’amorçage qu’engendre le niveau d’excitation. Le nombre moyen
approximatif de cycles comptabilise aussi bien les cycles qui se situent dans le domaine oligo-
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cyclique que les cycles en-dessous de la limite en fatigue.
La dernière information dans le tableau 9.4 est le coefficient de variation qui est le rapport entre
la durée de vie moyenne et l’écart-type. On s’aperçoit que ce rapport est quasi-constant quel
que soit le niveau d’excitation. La dispersion est directement liée à la valeur de la durée de vie
moyenne.

Niveau (g2/Hz) Durée de vie (amorçage) Moyenne Écart-type Écart-type / Moyenne
Heures 4.4 0.8

0.0040 Secondes 1.6+E04 2.8+E03 0.175
Cycles (F0 x Tf) 1.6+E06 2.8+E05

Heures 9.6 1.2
0.0034 Secondes 3.5E+04 4.2E+03 0.120

Cycles (F0 x Tf) 3.5E+06 4.3E+05
Heures 17.6 2.2

0.0030 Secondes 6.3E+04 7.8E+03 0.124
Cycles (F0 x Tf) 6.3E+06 7.8E+05

Heures 29.7 5.0
0.0026 Secondes 1.1E+05 1.8E+04 0.164

Cycles (F0 x Tf) 1.1E+07 1.9E+06

Table 9.4 – Durée de vie moyenne par niveau d’excitation ainsi que l’écart-type associé

La figure 9.4 est une représentation graphique du tableau 9.4 où les marqueurs rouge illus-
trent de l’écart-type pour chaque niveau d’excitation. On constate que pour un niveau donné,
la durée de vie à +/- un écart-type n’est pas confondue avec la durée de vie des autres niveaux.

Figure 9.4 – Représentation de la durée de vie moyenne et de l’écart-type pour chaque niveau
d’excitation
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9.2.2 Confrontation expérience / prévisions numériques

Nous avons comparé les durées de vie expérimentales avec différentes méthodes de calcul
en fatigue. Les différentes chaines de calcul sont représentées sur la figure 9.5. Les méthodes
étudiées sont les méthodes spectrales dans leur formulation classique, les méthodes spectrales
dans la formulation réalisée au chapitre 6 et enfin le modèle de Hermite [2] avec l’intégration de
la correction de Neuber [3] dans le domaine temporel. Nous avons sélectionné deux FDP pour
réaliser les comparaisons, ces FDP sont celles de Dirlik [4] et de Lalanne [5]. Les comparaisons
seront réalisées sur la moyenne des durées de vie expérimentales réalisée sur chaque niveau (cf
tableau 9.4). Le calcul des FRF est réalisé sous le logiciel ABAQUS, l’ensemble des calculs de
durée via les différentes méthodes est réalisé sous Matlab ainsi que des cartographies de durée
de vie en fond d’entaille.

Figure 9.5 – Schématisation des différentes chaines de calcul comparées au essais expérimen-
taux

Le tableau 9.5 synthétise la durée de vie au point critique obtenue en fonction des différentes
méthodes étudiées. L’information de la valeur RMS de la DSP de contrainte y est aussi affichée
pour chaque niveau d’excitation. Cela permet de faire une comparaison avec le plan d’expérience
numérique du chapitre 6 et de s’apercevoir que même pour la durée de vie la plus élevée, il est
fort probable que le comportement du matériau ne soit pas totalement linéaire. Car pour le plan
d’expérience numérique, au-delà d’une valeur RMS de 150 MPa, on observait des différences
dans la distribution des cycles, signe d’un comportement non-linéaire. Il faut signaler que durant
la réalisation des essais, un essai en fatigue avec un niveau d’excitation à 0.0022 g2/Hz a été
réalisé. Au bout de plus de 120 heures d’essais, aucune fissure n’a été repérée avec les différents
outils de détection. Une grande partie des cycles doit être en-dessous de la limite de fatigue du
matériau.
Concernant les résultats de durée de vie avec les différentes méthodes, on constate que le modèle
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de Hermite et les méthodes spectrales modifiées donnent d’assez bonnes corrélations avec les
durées de vie expérimentales.

Niveau
(g2/Hz)

Durée de
vie expéri-
mentale
(s)

Données numériques
Valeur
RMS

MSM (s) MSC (s) Hermite (s)

(MPa) Dirlik Lalanne Dirlik Lalanne Dirlik Lalanne
0.0040 1.6E+04 229 1.2E+04 1.4E+04 1.6E+02 1.1E+02 3.1E+03 2.9E+03
0.0034 3.5E+04 211 3.4E+04 3.2E+04 1.6E+03 1.5E+03 1.4E+04 3.5E+04
0.0030 6.3E+04 197 5.7E+04 5.4E+04 9.2E+03 8.7E+03 3.8E+04 6.3E+04
0.0026 1.1E+05 175 1.1E+05 1.0E+05 7.6E+04 7.2E+04 9.5E+05 1.1E+05

Table 9.5 – Synthèse des durées de vie selon les différentes méthodes testées, au point critique
de la structure

Figure 9.6 – Représentation graphique des résultats de durées de vie pour le point critique

La figure 9.6 est la représentation graphique des résultats de durées de vie du tableau
9.5. On remarque que plus la durée de vie diminue, plus les durées de vie obtenues avec les
méthodes spectrales classiques s’éloignent des durées de vie expérimentales. On retrouve la
même conclusion que pour le plan d’expérience numérique du chapitre 6.
A noter que, le modèle de Hermite donne de meilleurs résultats pour les essais que pour le plan
d’expérience numérique. Pour une valeur RMS de 230 MPa, Le rapport entre la durée de vie
expérimentale et celle obtenue avec le modèle de Hermite est de 4 alors que le rapport entre la
durée de vie des SMC et celle obtenue avec le modèle de Hermite est globalement de 8.
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On remarque que les trois méthodes sont globalement conservatives vis-à-vis des essais réalisés
sur le mode 2 de l’éprouvette. De plus, les résultats obtenus avec la méthode proposée avec la
FDP de Dirlik sont tous dans l’intervalle de l’écart-type expérimentale associé à chaque niveau.

(a) Représentation partielle du modèle numérique de
l’éprouvette

(b) Cartographie des durées de vie dans
la zone de l’entaille

(c) Vue de l’entaille prise au microscope(x16) pour une
éprouvette sollicité sur le mode 2

Figure 9.7 – Cartographie des durées de vie pour le niveau d’excitation 0.0040 g2/Hz et pour
la méthode spectrale classique avec la FDP de Dirlik

Le calcul de durée de vie avec les différentes méthodes n’a pas été seulement déterminé pour
le point critique mais sur l’ensemble des noeuds au niveau de l’entaille. Afin de visualiser la
cartographie des durées de vie dans cette zone, nous avons reconstruit la surface de l’éprouvette
sous Matlab et affecté à chaque noeud la durée de vie associée. La figure 9.7(b) représente la
cartographie des durées de vie obtenues avec les méthodes spectrales classiques pour la FDP de
Dirlik, cela pour le niveau d’excitation 0.0040 g2/Hz. La figure 9.7(a) permet de situer la zone
critique par rapport à l’orientation de la masselotte. Avec la figure 9.7(c), on s’aperçoit que la
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fissure engendrée par un essai sur le mode 2 est situé dans la même zone que la zone d’iso durée
de vie orange de la figure 9.7(b).

Figure 9.8 – Zoom sur la cartographie des durées de vie pour la méthode spectrale classique
(MSC) et pour la méthode spectrale modifiée (MSM), cela pour un niveau excitation de 0.0040
g2/Hz

La figure 9.8 représente les durées de vie dans l’entaille pour le niveau excitation 0.0040
g2/Hz pour la méthode spectrale modifiée et pour la méthode spectrale classique où la FDP
est celle de Lalanne (Rice). On retrouve sur cette figure les ordres de grandeurs de durée de vie
synthétisés dans le tableau 9.5.

9.3 Essais sur le 1er mode : Flexion-Torsion
Les essais en fatigue sur le premier mode ont été réalisé à SUPMECA au LISMMA sur un

pot vibrant de 1500N. Pour rappel, ces essais en fatigue ont un état de contraintes multiaxial
dans la zone critique qui est multiaxial. On pourra réaliser la confrontation des durées de vies
expérimentales avec les méthodes spectrales modifiées établies au chapitre 7 et dans [6].

9.3.1 Dépouillement des essais

Dans le tableau 9.6, nous avons indiqué les niveaux d’excitations qui ont été retenus pour
réaliser les essais en fatigue. On note que contrairement au plan d’expérience théorique présenté
en première partie de ce chapitre, celui-ci ne comporte que 3 niveaux car on a souhaité consolider
les résultats pour chaque niveau en réalisant 3 essais au lieu de 2 essais initialement prévus.
Cette décision est notamment due à la problématique de déséquilibre du pot lorsqu’une ou deux
éprouvettes ont fissuré. D’ailleurs les essais multiaxiaux sont plus affectés par ce phénomène
que les essais concernant le mode 2 car les masselottes engendrent des efforts transverses plus
importants.
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Niveau Bande Niveau (g2/Hz) RMS (g)
fréquentielle (Hz)

1 70 - 110 0.0035 0.14

2 70 - 110 0.0030 0.12

3 70 - 110 0.0025 0.10

Table 9.6 – Niveaux d’excitation réellement choisis pour la DSP centrée autour du 1er mode

Niveau 

excitation

Numéro 

eprouvette

Durée de vie 

associée (h)

Durée de vie moyenne 

par niveau d'éxcitation 

(h)

Ecart-type par 

niveau d'éxcitation 

(h)

110 8.0

111 8.0

59 8.2

12 7.0

0.0035 g
2
/Hz 98 6.4 7.1 0.9

83 5.5

34 6.3

55 7.6

87 6.9

51 11.0

103 11.0

14 12.7

15 16.4

0.0030 g
2
/Hz 113 14.4 12.5 2.2

82 13.8

24 12.1

26 10.1

88 11.0

62 34.8

58 29.9

47 32.8

95 29.5

0.0025 g
2
/Hz 74 29.5 27.5 6.4

49 33.9

90 17.4

67 20.9

99 20.9

Table 9.7 – Synthèse des durées de vie en fonction du niveau d’excitation et du numéro de
l’éprouvette (voir annexe D pour avoir les numéros d’essai associé)
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Le tableau 9.7 réunit l’ensemble des durées de vie pour les éprouvettes testées pour la DSP
centrée sur le premier mode. Le code couleur concernant le nombre essais avant l’apparition
d’une fissure est le suivant : jaune pour l’apparition d’une fissure après un essai, orange pour
l’apparition d’une fissure après deux essais, rouge pour l’apparition d’une fissure après trois
essais et violet pour l’apparition d’une fissure après quatre essais. Chaque éprouvette est classée
par niveau d’excitation.

Niveau (g2/Hz) Durée de vie (amorçage) Moyenne Écart-type Écart-type / Moyenne
Heures 7.1 0.9

0.0035 Secondes 2.6e+04 3.3e+03 0.127
Cycles (F0 x Tf) 2.4e+06 3.1e+05

Heures 12.5 2.0
0.0030 Secondes 4.5e+04 7.3e+03 0.162

Cycles (F0 x Tf) 4.1e+06 6.7e+05
Heures 27.7 6.4

0.0025 Secondes 1.0e+05 2.4e+04 0.240
Cycles (F0 x Tf) 9.2e+06 2.1e+06

Table 9.8 – Représentation de la durée de vie moyenne par niveau d’excitation ainsi que l’écart-
type associé

Figure 9.9 – Représentation de la durée de vie moyenne et de l’écart-type pour chaque niveau
d’excitation
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La tableau 9.8 donne la moyenne et l’écart type de durée de vie par niveau d’excitation.
Ces informations sont données en heures, en secondes et en nombre moyen approximatif de
cycles. De même que pour le mode 2, plus le niveau d’excitation augmente plus les niveaux de
contraintes au point critique augmente impliquant une diminution de la durée de vie.
La dernière information dans le tableau 9.4 est le coefficient de variation. On s’aperçoit que ce
rapport varie peu en fonction de la durée de vie moyenne associé.
On remarque que pour un niveau d’excitation équivalent avec la DSP centrée sur le deuxième
mode, les durées de vie sont plus faibles en moyenne, cela est principalement dû à un amortisse-
ment moindre (Tableau 8.4) et à un état de contraintes multiaxial en fond d’entaille. L’écart-type
associé à une durée de vie moyenne est du même ordre de grandeur que celui relevé pour la
DSP centrée autour du deuxième mode.

La figure 9.9 donne une représentation graphique du tableau 9.8 où les marqueurs rouge
sont la représentation de l’écart-type pour chaque niveau d’excitation. On constate que pour
un niveau donné, la durée de vie à +/- un écart-type n’est pas confondue avec la durée de vie
des autres niveaux.

9.3.2 Confrontation expérience / prévisions numériques
Nous avons comparé les durées de vie expérimentales avec différentes méthodes de calcul

en fatigue. Ces méthodes sont les mêmes que pour la DSP centrée sur le deuxième mode à
une différence près. L’état de contrainte étant multiaxial, l’utilisation d’un critère d’équivalence
pour appliquer les méthodes précédentes s’impose. Dans notre cas, nous avons utilisé les travaux
développé dans le chapitre 7. Φσσ(f) n’est plus un vecteur mais un tenseur 3 x 3 fonction de la
fréquence. A partir de ce tenseur, on calcule la DSP équivalente au sens de Von Mises qui sert
de donnée d’entrée pour le calcul en fatigue.

Niveau
(g2/Hz)

Durée de
vie expéri-
mentale
(s)

Données numériques
Valeur
RMS

MSM (s) MSC (s) Hermite (s)

(MPa) Dirlik Lalanne Dirlik Lalanne Dirlik Lalanne
0.0035 2.6E+04 230 2.0E+04 1.9E+04 1.5E+02 1.4E+02 6.3E+02 6.2E+02
0.0030 4.5E+04 208 4.1E+04 3.8E+04 2.1E+03 2.0E+03 1.6E+04 1.7E+04
0.0025 1.0E+05 187 1.0E+04 0.9E+04 3.8E+04 4.1E+04 8.3E+04 8.4E+04

Table 9.9 – Synthèse des durées de vie selon les différentes méthodes testées cela pour le point
critique de la structure

Le tableau 9.9 donne les durées de vie au point critique pour les différentes méthodes étu-
diées et cela pour deux FDP. On donne dans ce tableau la valeur RMS de la DSP équivalente
au sens de von mises pour le point critique.

La figure 9.10 est la représentation graphique des résultats de durée de vie du tableau 9.9.
On remarque, comme pour le mode 2, que plus la durée de vie diminue plus les durées de
vie obtenues avec les méthodes spectrales classiques et le modèle de Hermite s’éloignent des
durées de vie expérimentales. On retrouve globalement les mêmes tendances que pour le plan

152



Essais sur le 1er mode : Flexion-Torsion

d’expérience numérique du chapitre 7.
La méthode proposée ne se situe pas pour tous les niveaux dans l’intervalle d’un écart-type
expérimental comme pour le mode 2, l’une des raisons pouvant être dans la définition de la
DSP équivalente.
On note que les trois méthodes sont globalement conservatives vis-à-vis des essais réalisés sur
le mode 1 de l’éprouvette.

Figure 9.10 – Représentation graphique des résultats de durées de vie pour le point critique

La figure 9.11 donne une cartographie des durées de vie dans l’entaille, dans le cas d’une
amplitude d’excitation à 0.0035 g2/Hz. Afin de mieux identifier les durées de vie en fond d’en-
taille, nous avons représenté en figure 9.12 seulement la zone de l’entaille. La figure 9.12(a)
donne la cartographie des durées de vie avec la méthode spectrale proposé et la figure 9.12(b),
la cartographie des durées de vie avec la méthode spectrale classique. On remarque sur ces
cartographies l’influence de la torsion et de la flexion cumulée sur l’état de contrainte.

Si on observe la figure 9.13(c) illustrant la fissure dans l’entaille d’une éprouvette après un
essai avec une DSP centrée sur le premier mode, on remarque que la fissure se situe dans la
zone iso-durée de vie représenté sur les figures 9.12(a) et 9.12(b).

Les figures 9.13(b) et 9.13(a) représentent le faciès de rupture d’une éprouvette. Pendant la
phase de démontage de l’éprouvette, celle-ci a rompu. Une partie du faciès est caractéristique
de la rupture brutale due à la rupture soudaine durant le démontage. Mais sur le pourtour de
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Figure 9.11 – Représentation partielle du modèle numérique de l’éprouvette pour le niveau
d’excitation de 0.0035 g2/Hz

(a) Méthode spectrale modifiée (b) Méthode spectrale classique

Figure 9.12 – Cartographie des durées de vie dans l’entaille pour le niveau d’excitation 0.004
g2/Hz et avec la FDP de Dirlik

l’éprouvette, cela est dû à la fatigue. A cette occasion on remarque des plan à 45̊ sur le faciès
caractéristique de la torsion et une dissymétrie du faciès de l’éprouvette caractéristique de la
flexion.
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(a) Faciès de rupture d’une éprouvette après démon-
tage (de face)

(b) Faciès de rupture d’une éprouvette après démon-
tage (de profil)

(c) Photo de l’entaille après essai

Figure 9.13 – Photos de l’éprouvette après un essai avec la DSP centrée sur le 1er mode

9.4 Essais sur le 3ème mode : Flexion-Torsion

Les essais en fatigue sur le troisième mode ont été réalisés au CETIM au pôle Ingénierie
Bruit et Vibration (IBV) sur deux pots vibrants de 89 KN et 162 KN. Les données techniques
de ces vibrateurs sont en annexe D. Nous avons dû changer de moyen d’essai car l’amortisse-
ment associé au troisième mode est plus élevé (≈ 3%) que pour le premier ou deuxième mode.
Pour cette raison, si on souhaite avoir des durées de vie du même ordre de grandeur que les
précédents essais, il faut augmenter en conséquence les niveaux d’excitations de la DSP centrée
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autour du troisième mode. Pour rappel, ces essais en fatigue ont un état de contraintes de la
zone critique qui est multiaxial.

9.4.1 Dépouillement des essais
Dans le tableau 9.10, nous avons indiqué les niveaux d’excitations qui ont été retenus pour

réaliser les essais en fatigue. Étant donnée que dans le cas présent, la masse du pot vibrant
est largement supérieure à la masse dynamique embarquée. La problématique de déséquilibre
de la bobine du vibrateur énoncée pour les essais précédents, n’a plus lieu d’être. Pour cette
raison, nous avons effectué le plan comme il avait été défini en première partie de ce chapitre,
soit quatre niveaux d’excitation avec deux essais par niveau (tableau 9.10).

Niveau Bande Niveau (g2/Hz) RMS (g)
fréquentielle (Hz)

1 235 - 285 0.0450 2.25

2 235 - 285 0.0350 1.75

3 235 - 285 0.0300 1.50

4 235 - 285 0.0275 1.38

Table 9.10 – Niveaux d’excitations réellement choisis pour la DSP centrée autour du 3ème mode

Le tableau 9.11 rassemble les essais réalisés pour cette DSP. On associe à chaque éprouvette
sa durée de vie en fonction de son niveau d’excitation. Dans le cas où il n’y a pas de fissure, nous
n’avons pas comptabilisé l’éprouvette dans l’analyse statistique. Le moyen d’essai étant alloué
pour une période restreinte, il n’a pas été possible d’amener toutes les éprouvettes à fissuration.
On constate sur le tableau que les durées de vie pour un même niveau d’excitation sont très
dispersées. Dans certain cas, comme pour l’éprouvette numéro 17, on constate que la durée de
vie est largement inférieure à celle d’autres éprouvettes qui ont pourtant un niveau d’excitation
largement supérieur comme l’éprouvette 58.
Afin de comprendre pourquoi il y a autant de dispersion entre les durées de vie d’un même
niveau, nous avons ajouté dans le tableau l’amortissement moyen mesuré sur la première 1/2
h de l’essai en fatigue associé à chaque éprouvette. On constate une grande disparité dans ces
amortissements. Alors que l’erreur relative sur l’amortissement pour le premier et deuxième
mode n’excède pas 3 %, dans le cas du troisième mode l’erreur relative est supérieur à 85 %.
La principale raison de cette disparité est un problème de rigidité dû à l’encastrement. Au fil des
essais, l’empreinte au niveau de l’interface d’encastrement s’est matée, cela est principalement
dû au fait que l’amortissement choisi pour le troisième mode de l’éprouvette pour le dimension-
nement de l’interface d’encastrement était plus faible que l’amortissement réel. Ceci conduit à
des niveaux d’excitation plus importants que ceux prévus à l’origine et donc des efforts entre
les éprouvettes et l’interface plus importants.
Cela rend difficile la confrontation des durées de vie expérimentales avec les durées de vie don-
nées par les méthodes sélectionnées. Le tableau 9.11 représente la moyenne et l’écart type des
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durées de vie par niveau d’excitation. On s’aperçoit que l’écart-type pour les niveaux 0.0300 et
0.0275 g2/Hz sont du même ordre de grandeur que la durée de vie moyenne pour ces mêmes
niveaux.

Niveau 

excitation

Numéro 

eprouvette

Amortissem

ent (%)
Durée de vie associée (h)

Durée de vie 

moyenne par 

niveau 

d'éxcitation (h)

Ecart-type par 

niveau 

d'éxcitation (h)

Écart-type  /  

Moyenne

102 2.1 1.1

13 2.9 1.7

0.0450 g2/Hz 10 4.1 Pas de fissure après 6.5h 1.6 0.4 0.240

30 2.1 1.5

53 3.5 2.0

56 3.1 Pas de fissure après 8h

54 5.1 7.3

65 3.5 6.2

0.0350 g2/Hz 89 3.2 4.1 5.9 1.1 0.190

104 4.1 6.8

107 3.8 5.5

61 3.1 5.7

8 7.1 Pas de fissure après 12h

105 3.5 7.8

0.0300 g2/Hz 120 2.5 5 18.8 10.8 0.546

29 5.0 28.1

71 3.6 20.5

108 6.2 Pas de fissure après 32h

17 2.1 7.2

116 4.2 34.5

0.0275 g2/Hz 33 7.1 Pas de fissure après 56h 38.4 26.8 0.698

76 1.9 23.2

77 3.5 49.8

79 6.4 77.5

Table 9.11 – Synthèse des durées de vie en fonction du niveau d’excitation et du numéro de
l’éprouvette

Afin de comparer ces durées de vie expérimentales correctement, il ne faut pas faire un calcul
de DSP par niveau d’excitation, mais plutôt, un calcul de DSP pour chaque éprouvette avec
son amortissement propre mesuré. Cela implique un calcul éléments finis avec des conditions
aux limites propres à chaque éprouvette afin d’obtenir les FRF correctement pour le calcul en
fatigue. Un problème que nous n’avons pas abordé est le risque que l’amortissement soit non-
linéaire au cours d’un même essai. Au vu des problèmes de robustesse et de répétabilité de ces
essais, nous n’avons pas réalisé dans le cadre de la thèse de confrontation entre les durées de
vie expérimentales et les durées de vie estimées par les méthodes numériques de calcul en fatigue.

Conclusion
La confrontation des essais avec les méthodes numériques de calcul en fatigue, nous a mon-

tré que les méthodes spectrales proposées en chapitre 6 et 7 donnent de bonnes estimations
de durée de vie quel que soit l’impact du comportement plastique du matériau sur la durée de
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vie. Cela permet de valider le choix des méthodes du type Neuber dans le cas d’une plasticité
confinée et dans le cas de vibrations aléatoires. Les méthodes spectrales classiques donnent de
bonnes tendances quand le comportement du matériau est globalement linéaire mais donnent
des résultats erronés quand le comportement devient élasto-plastique . La méthode de Hermite
donne de meilleurs résultats sur les durées de vie expérimentales que pour le plan d’expérience
numérique réalisé au chapitre 6. Néanmoins quand le comportement est élasto-plastique, les
durées de vie avec le modèle de Hermite ne sont pas du même ordre de grandeur que les durées
de vie expérimentales.

Concernant les essais, nous avons pu constater toute la complexité de l’environnement ex-
périmental. Il est difficile d’anticiper toutes les complications expérimentales notamment quand
ces essais ne sont pas encadrés par des normes définissant les règles d’usage. Néanmoins, la
grande majorité des essais du plan d’expérience a produit des résultats exploitables. L’autre
partie des résultats du plan d’expériences sont exploitables mais demandent une étude pour
chaque éprouvette et non pour chaque niveau d’excitation. Cette étude n’est pas présentée dans
la thèse. De même, les essais concernant la DSP d’excitation englobant le premier et troisième
mode ont été partiellement réalisés mais ne sont pas présentés car ils n’ont pas tous été réalisés
et on retrouve les problématiques énoncées pour la DSP d’excitation centrée autour du troisième
mode pour certains de ces essais bien que l’interface d’encastrement ait été reprise.
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Chapitre 10

Conclusions et Perspectives

Conclusions

La fatigue sous environnement vibratoire est un sujet d’étude complexe de part la trans-
disciplinarité des domaines à maitriser tels que la fatigue, les processus stochastiques ou bien
encore la dynamique des structures. Néanmoins, de nombreux auteurs ont développé des mé-
thodes de prédiction de durée de vie formulées dans le domaine spectral. L’essentiel des travaux
dans le domaine des méthodes spectrales portent soit sur une redéfinition de la fonction de
densité de probabilité des cycles, soit une modification et/ou l’ajout d’une loi dans la chaine de
calcul des méthodes spectrales afin d’élargir leur champs d’utilisation ou de mieux prendre en
compte la réalité industrielle.

Cette thèse se compose principalement de deux parties. La première est la proposition d’une
nouvelle méthode de dimensionnement en fatigue avec la prise en compte du comportement
élasto-plastique. La deuxième est la définition et l’étude d’une éprouvette vibratoire ainsi que
la mise en place et la réalisation d’essais de fatigue vibratoire permettant de valider ce modèle
sous sollicitations uniaxiale et multiaxiale.

Au fil des chapitres, nous avons mis en place les aspects théoriques et pratiques pour définir
et valider une nouvelle méthode permettant de prendre en compte les problématiques énoncées
dans l’introduction du mémoire. Cette méthode est basée sur les travaux réalisés sur les mé-
thodes spectrales afin de conserver leur atout majeur en termes de rapidité de calcul. L’ajout
et la modification des lois dans la chaine de calcul de ces méthodes spectrales, nous a permis de
prendre en compte le comportement élasto-plastique des matériaux. Les modifications portent
sur la loi de fatigue et sur la représentation de la distribution des cycles. Elles sont réalisées
en utilisant le postulat de Neuber et la loi de fatigue de Manson-Coffin-Basquin. L’utilisation
du postulat de Neuber étend le champ d’utilisation de la méthode proposée à des zones de
plasticité confinées. Dans le cadre des méthodes spectrales, nous avons émis une hypothèse sur
la redistribution du nombre de cycle qui a été validée au fil des plans d’expériences numériques.
La comparaison de la méthode proposée vis-à-vis des simulations de Monte-Carlo et d’autres
méthodes telles que le modèle de Hermite ou les méthodes spectrales classiques a montré la
robustesse et la rapidité du modèle proposée par rapport à l’ensemble des DSP étudiées dans le
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plan d’expérience numérique. La méthode proposée est conservative sur 95 % des jeux de pa-
ramètres testés. Néanmoins, l’analyse du plan d’expérience a montré que pour un petit nombre
de jeux de paramètres du plan, la méthode proposée était non-conservative.
La validation de la méthode a été réalisée pour l’acier 30NiCrMo8, mais les aciers ayant des
caractéristiques similaires au 30NiCrMo8 devraient donner des résultats comparables. La mé-
thode proposée peut être utilisée sur tous matériaux où le postulat de Neuber est applicable
(principalement des aciers).
Comme il a été rappelé à plusieurs reprises, les méthodes spectrales étudiées concernent des char-
gements uniaxiaux. Afin d’élargir le champ d’utilisation de la méthode proposée, nous avons
intégré à cette méthode les travaux réalisés par Preumont et Pitoiset sur la définition d’une
DSP équivalente au sens de Von Mises. Pour valider notre proposition, nous avons réalisé un
plan d’expérience succinct au vu de l’ensemble des paramètres influents. Les résultats de ce plan
d’expérience donnent satisfaction vis-à-vis de la proposition formulée. La partie sur l’étude de
la multiaxialité présentée dans cette thèse représente une piste d’investigation pour répondre à
la problématique de la prédiction de durée de vie sous sollicitation multiaxiale .

Les essais ont constitué une partie importante des travaux de la thèse. Premièrement, nous
avons développé une éprouvette vibratoire répondant à certains critères tels qu’une zone de
plasticité confinée ainsi que le banc d’essai associé à l’éprouvette. Deuxièmement,nous avons
défini le protocole expérimental comprenant la chaine d’asservissement ainsi que la chaine de
détection de fissure. A la suite de cela, la réalisation des essais par rapport à un plan d’expérience
ont été réalisés afin d’établir une comparaison avec le modèle numérique proposé. Les essais ont
mis en évidence certaines complications qui n’avaient pas été forcement anticipées mais, qui
dans la majeure partie des cas, ont pu être résolues sans compromettre la validité des résultats
expérimentaux. Dans le cas du problème de rigidité dû à l’encastrement rencontré lors des
essais centrés sur le 3ème mode de l’éprouvette, les confrontations n’ont pas pu être réalisées
mais une solution afin d’exploiter les résultats a été proposée. Cette solution pourra faire l’objet
de travaux ultérieurs.

Perspectives

Les perspectives au vu des ces travaux sont multiples. Tout d’abord, concernant la méthode
proposée, une étude temporelle et fréquentielle sur des modèles mécaniques simples type 1DDL
ou 2DDL modélisant un comportement élasto-plastique via le modèle de Dahl peut-être réalisée
pour quantifier l’impact sur la durée de vie d’un comportement isotrope ou cinématique. De
plus ce type d’étude permettrait de voir l’influence réelle du comportement élasto-plastique sur
la variation de la fréquence propre instantanée du mode avant fissuration et sur le nombre de
cycles pour une période donnée. Enfin, une étude de ce type permettrait de voir si une déforma-
tion moyenne subsiste et l’impact du comportement hystérétique (problématique de dissipation
d’énergie).
Concernant la méthode proposée, on peut envisager un élargissement de celle-ci en appliquant
la méthode à des zones de plasticité non-confinées. Des études sur l’élargissement de l’applica-
tion des méthodes de Neuber et Glinka ont été réalisées dans le domaine temporel. De plus,
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cela sera l’occasion de définir la chaine de calcul avec la méthode de Glinka. La réalisation de
plans d’expériences numériques avec d’autres caractéristiques matériaux que celles de l’acier
30NiCrMo8 est également envisageable afin de valider la méthode sur d’autres matériaux. Pour
la problématique de la multiaxialité, on peut envisager le passage du critère de Wang-Brown
dans le domaine spectral comme pour les critères de Crossland et Matake, utilisés par Pitoiset.

En ce qui concerne les essais, une multitude de données peuvent être encore exploitées. La
durée de vie n’est qu’une des informations que nous pouvons extraire de ce type d’essais. On
peut envisager une étude de sensibilité approfondie de l’amortissement vis-à-vis des dispersions
géométriques et des dispersions de la masse. une autre piste d’étude serait l’obtention de la
profondeur de fissure grâce à la FRF d’un choc réalisé après l’essai en fatigue. A propos du
problème de rigidité, la modélisation correcte des conditions aux limites sur une structure ayant
des comportements non-linaires est un problème actuel et récurant. Les essais qui ont souffert
de cette problématique pourraient servir de base de travail à une modélisation de contact sous
environnement vibratoire.
Des essais complémentaires sont possibles, où on pourrait envisager d’exciter les trois premiers
modes malgré que le deuxième mode soit perpendiculaire aux deux autres. Pour cela, il suffit
d’avoir la masselotte orienté à 45̊ par rapport au plan d’excitation, de cette manière, les trois
premiers modes seraient sollicités. D’autres essais avec la même géométrie d’éprouvette mais des
matériaux différents peuvent-être envisagés pour élargir le domaine de validité de la méthode
proposée.
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Annexe A

Les lois de distribution

A.1 Loi normale

Une variable aléatoire X suit une loi normale si sa densité de probabilité a pour équation :

fX(x,MOYX , STDX) = 1
STDX

√
2π
e
−0.5(x−MOYX

STDX
)2

(A.1)

Avec STDX représentant l’écart-type etMOYX représentant la moyenne du processus aléatoire.
Une telle variable aléatoire est dite variable gaussienne. La fonction de répartition est donnée
en équation A.2.

FX(x) = 1
STDX

√
2π

∫ x

−∞
e
−0.5(α−MOYX

STDX
)2
dα (A.2)

La figure A.1 représente la densité de probabilité et la fonction de réparation d’une variable
gaussienne pour différentes valeurs de paramètres.

(a) Fonction de densité de probabilité (b) Fonction de répartition

Figure A.1 – Représentation de la loi normale pour différentes valeurs d’écart-type et de
moyenne
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Chapitre A : Les lois de distribution

A.2 Loi de Rayleigh
Une variable aléatoire X suit une loi de Rayleigh si sa densité de probabilité a pour équation :

fX(x,MOYX , STDX) = x

STD2
X

e
−0.5( X

STDX
)2

(A.3)

Avec STDX représentant l’écart-type du processus aléatoire. La fonction de répartition est don-
née en équation A.4.

FX(x) = 1
STD2

X

∫ x

−∞
α e
−0.5( α

STDX
)2
dα (A.4)

La figure A.2 représente la densité de probabilité et la fonction de réparation d’une loi de
Rayleigh pour différentes valeurs de paramètres.

(a) Fonction de densité de probabilité (b) Fonction de répartition

Figure A.2 – Représentation de la loi normale pour différentes valeurs d’écart-type

A.3 Loi de Weibull
La densité de probabilité d’une loi de Weibull est donnée par l’équation A.5.

fX(x, a, b, c) = a

b
(x− c

b
)(a−1)e−(x−c

b
)a (A.5)

Où a>0 est le paramètre de forme, b>0 est le paramètre d’échelle et c est le paramètre de
localisation de la distribution. La fonction de répartition est donnée par l’équation A.6.

FX(x, a, b, c) = 1− e−(x−c
b

)a (A.6)

La figure A.3 représente la densité de probabilité et la fonction de réparation d’une loi de
Rayleigh pour différentes valeurs de paramètre. On constate que cette loi de probabilité permet,
grâce à ces trois paramètres, de modéliser d’autres lois de probabilité telles que la loi normale
ou la loi exponentielle.
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Loi log-normale

(a) Fonction de densité de probabilité (b) Fonction de répartition

Figure A.3 – Représentation de la loi normale pour différentes valeurs de a, b et c

A.4 Loi log-normale
Une variable aléatoire X suit une loi log-normale si sa densité de probabilité a pour équation :

fX(x,MOYX , STDX) = 1
STDX

√
2π x

e
−0.5( ln(x)−MOYX

STDX
)2

(A.7)

Avec STDX représentant l’écart-type etMOYX représentant la moyenne du processus aléatoire.
La fonction de répartition est donnée en équation A.8.

FX(x) = 1
STDX

√
2π

∫ x

−∞

1
α
e
−0.5( ln(α)−MOYX

STDX
)2
dα (A.8)

La figure A.4 représente la densité de probabilité et la fonction de réparation d’une loi log-
normale pour différentes valeurs de paramètre.

(a) (b)

Figure A.4 – Représentation de la loi normale pour différentes valeurs d’écart-type et de
moyenne
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Annexe B

Galerie photo des plans
d’expériences du chapitre 4 et 6

B.1 Photos du plan d’expérience du chapitre 4
Les figures ci-dessous se composent de figure sur la durée de vie obtenue avec des DSP BR

et 2DDL pour différents matériaux. Il y a des figures sur la distribution de cycle et de dommage
dans le cas de la DSP BR ainsi que des figures sur le calcul d’erreur relative pour différents
matériaux. On remarquera à cette occasion pour la figure B.8(b), le phénomène de la cloche de
Dirlik.
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Figure B.1 – Durée de vie Tf de l’ensemble des méthodes spectrales testées pour l’ensemble
des paramètres de la DSP BR pour un matériau avec une pente k de 7.5 et une valeur RM de
1200 MPa
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Chapitre B : Galerie photo des plans d’expériences du chapitre 4 et 6
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Figure B.2 – Durée de vie Tf de l’ensemble des méthodes spectrales testées pour l’ensemble
des paramètres de la DSP BR pour un matériau avec une pente k de 9.5 et une valeur RM de
1200 MPa
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Figure B.3 – Durée de vie Tf de l’ensemble des méthodes spectrales testées pour l’ensemble
des paramètres de la DSP BR pour un matériau avec une pente k de 17 et une valeur RM de
1200 MPa
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Photos du plan d’expérience du chapitre 4
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Figure B.4 – Durée de vie Tf de l’ensemble des méthodes spectrales testées pour l’ensemble
des paramètres de la DSP 2DDL pour un matériau avec une pente k de 7.5 et une valeur RM
de 1200 MPa
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Figure B.5 – Durée de vie Tf de l’ensemble des méthodes spectrales testées pour l’ensemble
des paramètres de la DSP 2DDL pour un matériau avec une pente k de 17 et une valeur RM
de 1200 MPa
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Chapitre B : Galerie photo des plans d’expériences du chapitre 4 et 6
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(a) Distribution des cycles en échelle linéaire
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(b) Distribution des cycles en échelle log et des am-
plitudes normalisées
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(c) Distribution du dommage en échelle linéaire
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(d) Distribution du dommage cumulé en échelle log
et et des amplitudes normalisées

Figure B.6 – Présentation de différentes distributions dans le cas de la DSP BR avec les
paramètres β à 300, α à 1.9 et un matériau avec une pente k=5 et Rm=1200 MPa
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Photos du plan d’expérience du chapitre 4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

E
rr

eu
r 

re
la

tiv
e 

(%
) 

γ

(k=9.5)(Rm=750)

 

 

Lal
NB
Dir
TB

(a)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

E
rr

eu
r 

re
la

tiv
e 

(%
) 

γ

(k=12)(Rm=750)

 

 

Lal
NB
Dir
TB

(b)

Figure B.7 – Représentation de l’erreur relative par rapport à des simulations de Monte-Carlo
pour deux matériaux
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Figure B.8 – Représentation de l’erreur relative par rapport à des simulations de Monte-Carlo
pour deux matériaux
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Chapitre B : Galerie photo des plans d’expériences du chapitre 4 et 6

B.2 Photos du plan d’expérience du chapitre 6
Les figures de cette partie viennent compléter les figures sur la distribution de cycle et de

dommage présentées au chapitre 6. Elles présentent la distribution de cycle et de dommage pour
d’autres fonctions de densité de probabilité et d’autres jeux de paramètres.
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Figure B.9 – Distribution des cycles et du dommage cumulé pour les différents processus de
calcul dans le cas de la DSP passe-bande avec RMS=120 MPa ,α = 0.6 et la FPD Narrow-band

0 200 400 600 800 1000
10

−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

σ en MPa

N
om

br
e 

de
 c

yc
le

s

Distribution des cycles pour T (RMS=120 , α =0.6, Lal FDP)

 

 

SMC
MS modifiée sans H2
MS modifiée
MS classique
Modèle de Hermite

(a)

0 200 400 600 800 1000
10

−15

10
−10

10
−5

10
0

σ en MPa 

D
om

m
ag

e 
cu

m
ul

é 
po

ur
 T

 

Distribution du dommage cumulé (RMS=120 , α =0.6, Lal FDP)

 

 

SMC
MS modifiée sans H2
MS modifiée
MS classique
Modèle de Hermite

(b)

Figure B.10 – Distribution des cycles et du dommage cumulé pour les différents processus de
calcul dans le cas de la DSP passe-bande avec RMS=120 MPa ,α = 0.6 et la FPD de Lalanne
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Photos du plan d’expérience du chapitre 6
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Figure B.11 – Distribution des cycles et du dommage cumulé pour les différents processus de
calcul dans le cas de la DSP passe-bande avec RMS=120 MPa ,α = 0.6 et la FPD de Tovo &
Benasciutti
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Figure B.12 – Distribution des cycles et du dommage cumulé pour les différents processus de
calcul dans le cas de la DSP passe-bande avec RMS=200 MPa ,α = 1 et la FPD Narrow-band
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Chapitre B : Galerie photo des plans d’expériences du chapitre 4 et 6
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Figure B.13 – Distribution des cycles et du dommage cumulé pour les différents processus de
calcul dans le cas de la DSP passe-bande avec RMS=200 MPa ,α = 1 et la FPD de Lalanne
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Figure B.14 – Distribution des cycles et du dommage cumulé pour les différents processus de
calcul dans le cas de la DSP passe-bande avec RMS=200 MPa ,α = 1 et la FPD de Tovo &
Benasciutti
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Annexe C

Méthode de prévision de durée de
vie dans le domaine temporel pour
un état de sollicitation multiaxial

C.1 Différentes approches des méthodes de prévision de durée
de vie

On peut classifier les méthodes de prévision de durée de vie en trois catégories : les ap-
proches en déformation issues de la fatigue oligocyclique, les approches en contrainte et les
approches énergétiques issues de la fatigue polycyclique. Pour chaque type d’approche, nous
citons quelques méthodes :

Les approches en déformation :
– La méthode de Wang & Brown [93] [94] [95] [99] (1993)
– La méthode de Fatemi & Socie [33] (1988)

Les approches énergétiques :
– La méthode de Lagoda & Macha [49] (1998)
– La méthode de Bannantine [5] (1989)

Les approches en contrainte :
– La méthode de Stephanov [89] [90] (1993)
– La méthode de Morel [65] (1994)
– La méthode de Robert [23] [101] (1996)

C.2 Méthode de Wang & Brown
Wang & Brown [94] [95] basent leur méthode de prédiction de durée de vie sur le critère

défini par Brown & Miller [21] en 1973. Ce critère est donné en équation C.1. Ils proposent
ce critère en se basant sur des observations microscopiques sur l’orientation de la fissure et en
supposant que le cisaillement maximum est à l’origine du phénomène de plasticité.

τϕa + S εϕna ≤ constante (C.1)

Où τa et εna sont respectivement l’amplitude de déformation de cisaillement et la déformation
normale au plan de cisaillement maximum. S et ϕ sont des constantes propres au matériau étu-
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Chapitre C : Méthode de prévision de durée de vie dans le domaine temporel
pour un état de sollicitation multiaxial

dié. Dans le cas de la méthode de prédiction de durée de vie, Wang & Brown prennent ϕ égal à
1. L’équation C.2 est la méthode proposée par les auteurs qui couplent le critère avec la courbe
de Manson-Coffin-Basquin en sollicitations purement alternées et la correction de Morrow.

ε̂ = τa + S ∆εn
1 + ν ′ + S(1− ν ′) = σf − σ̄n

E (2N)b + εf (2N)c (C.2)

Où σ̄n et ∆εn sont respectivement la contrainte moyenne normale au plan de cisaillement maxi-
mal et l’étendue de la déformation normale au plan de cisaillement maximal. ν ′ est le coefficient
de Poisson effectif, il est défini en équation C.3 . εe et εp représentent les parties plastique et
élastique de la déformation. νp est égal à 0.5 si on fait l’hypothèse que le matériau est incom-
pressible.

ν
′ = εeνe + νpεp

εe + εp
(C.3)

La figure C.1 montre la méthodologie d’application de la méthode de Wang & Brown du tenseur
des contraintes et des déformations jusqu’à l’obtention du dommage associé à un chargement
de période T.

Figure C.1 – Organigramme de la méthode de prévision de durée de vie de Wang & Brown.
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Annexe D

Plans de l’éprouvette et données sur
les vibrateurs

D.1 Plan de l’éprouvette et du banc d’essai
Nous présentons ici, les plans détaillés de l’éprouvette avec les deux configurations étudiées

durant la thèse ainsi que les plans de l’interface d’encastrement pour l’implantation sur le pot
vibrant 1500 N.

Figure D.1 – Éprouvette dans la configuration pour solliciter le deuxième mode propre de la
structure. Méplat perpendiculaire au plan de symétrie de la masselotte

Figure D.2 – Éprouvette dans la configuration pour solliciter le premier et / ou le troisième
mode propre de la structure. Méplat parallèle au plan de symétrie de la masselotte
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D.2 Données techniques sur les différents vibrateurs

Afin de réaliser l’ensemble des essais du plan d’expériences, plusieurs vibrateurs ont été
utilisés. La majorité des essais ont été réalisés à SUPMECA mais pour les essais sur le troisième
mode de la structure, un pot vibrant plus puissance était nécessaire. Ces derniers ont été réalisés
au CETIM de Senlis(60) au sein du pôle IBV. Ci-dessous, une rapide présentation des différents
vibrateurs utilisés

D.2.1 Vibrateur LOS 635 - 1500N

Ce pot vibrant est celui situé à Supmeca au LISMMA. Nous avons réalisé les essais en fatigue
du premier et du deuxième mode propre de la structure sur ce pot vibrant. Ces principales
caractéristiques sont réunis en table D.1.

Caractéristique Données
Bande fréquentielle utile 10 Hz - 5.70 KHz

Force maximal 1500 N
Déplacement maximal 17.6 mm

Vitesse maximale 1.78 m/s
Accélération maximale 541 m/s2 (55 g)
Type de refroidissement Air forcée

Table D.1 – Caractéristiques du pot vibrant LOS 635 ( Données pour un sinus)

Figure D.3 – Vibrateur LOS modèle 635
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D.2.2 Vibrateur LDS v964 - 89kN
Ce pot vibrant est celui situé au CETIM au pôle IBV. Nous avons réalisé principalement sur

ce pot vibrant, les essais en fatigue sur le troisième mode propre de la structure. Ces principales
caractéristiques sont réunies en table D.2.

Caractéristique Données
Bande fréquentielle utile 5 Hz - 2.5 KHz

Force maximal 89 KN
Déplacement maximal 50.8 mm

Vitesse maximale 2 m/s
Type de refroidissement Circuit d’eau

Table D.2 – Caractéristiques du pot vibrant LDS V964 ( Données pour un sinus)

(a) Pot vibrant à vide (b) Pot vibrant avec les éprouvettes de la thèse

Figure D.4 – Vibrateur LDS V964

D.2.3 Vibrateur LDS V984 - 160kN
Ce pot vibrant est celui situé au CETIM au pôle IBV. Nous avons réalisé principalement

sur ce pot vibrant, les essais en fatigue multimode (premier et troisième mode en simultané).
Ces principales caractéristiques sont réunies en table D.3.

Caractéristique Données
Bande fréquentielle utile 5 Hz - 2.5 KHz

Force maximal 160 KN
Déplacement maximal 50.8 mm

Vitesse maximale 2 m/s
Type de refroidissement Circuit d’eau

Table D.3 – Caractéristiques du pot vibrant LDS V984 ( Données pour un sinus)
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Figure D.5 – Vibrateur LDS V984
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